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第 一 童 ” 常 微分 方程 模型 的 


归结 及 基本 概念 
81 基本 概念 


什么 是 常 微分 方程 ? 让 我 从 先 从 记 个 例子 谈 起 ， 

钢 1 求 一 个 函数 =z( 上 ， 使 它 的 导数 等 于 一 个 给 定 的 函数 
f(D), 

由 微 积分 可 知 ，% (2) 实际 上 就 是 已 知 函 数 (外) 的 原生 数 , 按 题 意 
列 方 程式 得 


dz 人 的 
一 全 一 = fit), 《TD 
它 的 解 汶 
gf) = |f Wa. (2) 
例 2 求 一 条 则 线 斑 := 4(2)， 使 其 上 任 一 点 (2; 2(o) 3 处 的 楚 
线 垂 直 于 此 点 与 原点 的 连 线 ， 


山 龟 地 在 其 上 任 一 点 他 ,927 处 导线 的 土 率 肖 镶 他) ， 如 图 1,1 
记 示 ;有 姐 a=Y (C8), a= 8+x/2, 
ctg P= wry (2), 


按 题 间 可 列 甸 方 程 
= teh= ~ oy" 
此 方程 可 简化 为 
5 = -也 《3) 


图 1.1 


和 例 3 质量 为 ?3 的 物体 以 初速 为 零 自 高 处 慌 直 下 落 ， 受到 的 空气 
阻 力 与 物体 速度 的 平方 成 正比 ;比例 系数 等 于 不; 求 落体 的 运动 规律 。 
假设 物体 下 落 的 路 程 以 函数 8( 上 表示 ,t 为 时 间 ; 出 微 积 分 可 知 , 速 
_ ds _ dz?s 
度 v= 加 速度 4= 一 ， 
在 物体 下 落 时 ， 它 受到 上 与 运动 方向 一 煞 的 重力 
P=mg, 
其 中 & 为 重力 加 速度 ; 还 受到 与 运动 方向 相反 的 空气 阻力 
ds \: 
rt- 二 让 


光正 常数 。 根据 牛顿 (Newton) 运 动 第 二 定律 得 


P-F=ma, 
这 样 ;就 有 方程 式 
mi = 镶 B 一 k(-S) 。 (4) 
接 题 意 与 运动 有 关 的 约束 条 件 可 表 为 初始 时 章 上 =0 时 的 条 件 
Se0) = 人 0，2(0) = S 0 = 0。 (5》 
形 如 (5 的 条 件 称 为 和 始 条 件 。 


2 和 + 


例 4 本 址 纪 初 ， 物 理学 家 卢 演 福 (Rutherford) 等 证明, 荣 些 
“放射 性 ”元 素 的 原子 是 不 稳定 的 ， 北 且 在 一 段 时 间 内 总 有 一 定 比 例 的 
原子 自然 衰变 而 形成 新 元 素 的 原子 。 用 单位 时 间 内 衰变 的 原子 数 来 描 
述 物质 的 放射 性 与 所 抽 有 的 原子 数 成 正比 。 


如 果 用 N (9 表示 时 间 时 效 射 性 物质 具有 的 原子 数 ， 那 来 -9 


就 者 示 单 位 时 间 内 衰变 的 原子 数 , 它 与 六 成 正比 ; 记 比 恒 系 数 为 4 .由 
于 原子 数 不 断 减少 ; 故 4 是 一 个 负 常 数 - 列 出 方程 式 如 下 ， 


dN _ 
AN. 6) 
设 初 始 时 刻 岂 时 该 物质 具有 的 原子 数 为 Vo, 则 有 初始 条 件 
N (0) = No,. 7?) 


例 5 17 世 纪 来 至 18 地 纪 初 ,牛顿 发 现在 较 小 的 温度 范围 内 ， 物 
质 冷 却 的 速 认 正比 于 物质 的 温度 和 外 界 温度 的 差 。 

为 了 时 出 相应 的 数学 模型 , 先 看 下 面 的 实验 ， 

把 150 毫升 甲醇 样品 放 在 玻璃 左 杯 中 ,加热 圣 50 口 ， 然后 在 温 度 
Zn 为 23.25C 的 室内 逐渐 冷却 ， 将 液体 内部 的 温度 作为 时 间 的 函数 记 
录 下 来 ,下 横 坐 标 为 时 间 7， 纵 华 标 为 世 ( 了 -了 0) ,将 数据 作成 图 像 ， 
如 图 1.2 所 示 ， 图 形 非 常 接近 于 一 条 直 钱 ,其 斜率 是 上 = ~6.6%， 方 
程 症 


3.40 


nT -T= -t+rb. {8) 
这 就 是 丰 应 数学 模型 的 航 的 函数 表达 式 。 现 由 它 反 推 册 多 学 寞 型 来 ， 
将 (8) 关 昱 上 求 导 得 


1 dd 二 一 站 
T-T 3 
即 有 。 
T 
= _ ET- TD). (9) 


这 就 是 牛顿 冷却 定律 的 数学 形式 ， 它 是 利 学 史上 最 时 的 微分 方程 之 
一 ,当初 牛顿 是 用 经 验方 法 得 出 的 。 

上 页 五 个 例子 中 推导 出 的 方程 有 一 个 共同 的 特点 : 未 知 前 是 含有 
一 个 自 变量 前 函数 ， 又 方程 中 含有 未 知 函 数 的 导数 。 我 们 称 这 类 方程 
为 常 币 分 方程 就 是 偏 徽 分 方程 。 

如 果 在 一 个 方程 中 有 两 个 或 两 个 以 上 的 自 变量 的 未 知 孟 数 ， 明 含 
有 未 知 函 数 对 这 些 自 变量 的 篇 导数 , 那 末 就 是 偏 徽 分 方程 。 例 如 ,下 面 
两 个 方程 式 。 


Dw (mt Om {wm, £) 
4 (10》 


T(E mY) _ THER ,OTE mY) 
TB Be ey 1" 

蕊 后 ,我 们 往往 把 常 微 分 方 竹简 称 为 微分 方程 ,甚至 于 更 简单 地 称 
为 方程 。 

常 微分 方程 的 类 型 有 以下 几 种 划分 的 方法 ， 

一 种 是 考虑 方程 中 出 现 的 未 知 画 数 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 〔 也 称 为 
常 徽 分 方程 的 阶 )， 合 如， 方程 (D , 《3) ,人 6),(9) 光 是 一 阶 方程 ， 而 方 
程 (好 是 二 阶 方程 。 一 般 的 4 阶 常 微分 方程 可 天 示 为 


F( be, Ge, ， 和 )= %， (12) 


十 {11) 


其 中 是 自 变 量 ,2 是 未 知 函 数 ,7 29， 中 32) 是 22+2 个 变量 


4。 


ba 和 ,3 的 已 知 通 数 ， 晶 下 中 明显 地 出 现 变量 -92 。 


另 一 钟 是 考 意 未 知 男 数 及 方程 的 个 数 。 例 如 下 面 方程 


Ps =20t 3 +t, (13) 
ee : 
Sn 《14) 


构成 了 包括 两 个 未 外 孙 熏 (好 ezs) 及 两 个 方程 组 成 的 方程 组 。 

常 微 分 方程 的 解 有 有 显 式 与 隐 式 醒 种 形式 。 显 式 形式 = q(t) 称 为 
方程 11 轨 的 解 是 指 通 汝 中 (的 在 其 区 间 CE<t<a 内 有 兰 阶 连续 导数 ， 旦 
使 


Fm BD, py=0 
在 2<t<D 内 恒 成 六 ,其 中 区 间 4<t<B 称 为 解 2= (下 的 定义 区 间 。 
但 有 时 不 多 洪 得 显 式 形式 的 解 ,而 只 求 得 刀 8 的 关系 式 呈 性 ,wzw) = 0， 者 
由 它 人 确定 的 泡 数 = 8(). 让 (142) 的 解 , 则 称 史 (tf,2) = 0 是 方程 12 的 隐 
式 形 式 解 ;简称 为 方程 (C12) 的 积分 ,对 于 一 个 微 和 从 方程 , 求 得 它 的 积分 ， 
就 相当 十 求 得 它 的 解 ，。 分 或 基 分 在 1，sw 平面 上 的 儿 何 表示 是 平面 由 
; 称 为 方 福 (12) 的 积分 曲线 ， 
在 例 5 中 ,由 (C8): 


TO = te kits C15) 
易 验证 它 古 方程 (9) 在 右 个 实 轴 上 定义 的 解 。 

在 鲍 2 中 ， 将 方程 (3) 祝 为 出 说 等 式 , 对 前 相 雪 并 两 边 积 分 得 
| ydy = 一 Jsds, 


y+w*=C, (16) 

其 中 居 为 正 药 常数 ,这 袁 明 回 心 在 原点 的 一 误 邮 心 圆 是 例 2 要 求 的 尚 
线 。 易 验证 由 (416) 硝 定 的 隐 函 数 满 中 方程 (3) 。 

人 有 任意 常数 心 ,方程 9 的 解 (15) 中 含有 的 

参数 £5, 了 午 是 确定 的 。 往 后 :我 们 把 含有 任意 常数 的 星 式 解 称 为 方 

程 的 通 泗 ， 而 把 念 有 党 族 的 陷 趟 钥 ( 科 分 ) 称 为 方程 的 通 各 分。 又 


s bb *» 


把 不 合 任 意 常 数 或 通 解 ( 通 积分 ) 中 任意 常数 取 为 确定 值 的 钩 为 特 解 ， 


32 模型 归结 


党 微 秀 方程 与 微 和 分 是 同时 产生 的 ， 一 开始 就 成 了 人 类 认识 世界 
和 改造 世界 的 有 力 工 共 、 随 党 千 产 实践 得 科学 技术 的 发 展 ， 常 微分 方 
程 也 不 断 地 演变 发 展 为 数学 学 科 中 理论 联系 实际 的 一 个 重 可 分 支 。 在 
力学 ,物理 ,化 学 ,生物 学 .医学 .自动 控制 和 径 济 符 理 等 学 科 中 ,在 电子 
捷 术 ,星际 航行 及 工业 与 农业 的 许多 领域 里 ,大 们 已 经 提供 了 大 量 应 用 
常 徽 分 方程 的 实例 . 

庶 用 常 微分 方程 解决 实际 问题 的 步骤 如 同 其 它 的 应 用 数学 学 科 一 
太 , 通 党 分 为 久 下 三 个 基本 步 又 ; 

{1) 击 实 际 问题 建立 相应 指数 学 模型 一 一 常 微分 方程 (组 ) 

(2) 求解 与 分 析 这 一 数学 模型 , 即 式 出 相应 的 常 微 芬 方程 (组 ) 的 
解 ,或 是 精确 解 ,或 是 近似 解 , 其 中 还 包括 分 析 解 的 特性 ; 

《3) 利用 所 得 的 数学 铺 果 ,利用 解 的 形式 和 数值 ,利用 父 的 定性 分 
析 , 回 过 头 去 解释 实际 问题 ,从 而 预测 某 些 自然 现象 甚至 社会 现象 中 的 
特定 性质 ;以便 达 到 能 动 地 改造 世界 ,解决 实际 问题 的 且 的 ， 

下 面 就 基本 步骤 (1) 讲 些 基 本 方法 及 类 型 ， 并 为 今后 章节 讲述 解 
法 与 进行 定性 分析 提供 一 些 实际 的 背景 。 

常 微分 方程 寞 型 的 对 钳 方 法 有 如 下 几 种 :一 是 根据 规 律 列 方程 :一 
是 徽 元 分 析 法 :三 是 模拟 近似 法 。 


、 一 、 和 根据 规律 列 方程 


前 面 $1 中 的 出 2、 价 5, 例 4, 例 5 各 方程 的 建立 用 的 就 是 根据 规 
律 列 直方 各 的 方法 。 大 家 知道 ， 在 数学 、 力 学 、 物 班 、 化 学 等 学 科 中 
已 有 许多 经 过 实践 或 实验 检验 的 现 律 或 定律 ,如 生 顿 运动 定律 . 竺 顿 准 
却 定律 , 旧 线 的 切 鳅 的 性 质 .物质 放射 性 的 规律 等 ， 它 们 都 涉及 到 某 些 
项 数 的 变化 率 ， 当 然 ,为 了 列 出 相应 的 常 补 分 方程 ,有 元 个 要 素 必 须 首 
先 有 明确 ;如 自 变 量 , 未 知 阔 数 、 必 要 的 参数 与 常数 ,坐标 系 等 ， 
+ 


下 面 再 通过 几 个 实例 来 说 骨 这 种 方法 。 

例 1 电容 器 的 充电 和 放电 

如 图 1,3 所 示 的 如 一 C 于 路 ， 开始 时 电容 C 上 没有 电荷 ， 电容 两 
端的 电压 为 零 。 我 们 把 开关 六 合 上 至 “1?” ,电池 吾 就 对 电容 C 充电 ， 
电容 上 两 端的 电压 we 逐渐 并 高, 甸 过 相当 了 蛙 问 后 ,电容 充电 完毕 ， 我 
们 再 把 开关 其 侣 鞋 “2?， 这 村 电容 就 开始 了 放电 过 程 。 而 现在 要 求 找 
出 完 电 和 放电 过 程 中 电容 蕊 两 端的 电压 加 第 时 间 # 谈 化 的 规律 。 


2 


1 E 
[em 
图 1.3 
解 ” 取 了 时间 上 为 册 变 量 , 未 知 函 数 为 电容 《4 两 端的 叫 于 zt 人 。 用 
于 建立 方程 的 规律 是 关于 闭合 回路 的 其 尔 才 天 {KKirchhoff} 第 二 定律 ， 
其 电池 的 电势 瑟 等 于 回路 中 上 电势 隆 的 和 。 现 是 及 -CC 电 路， 即 有 电容 
人 两 端的 电 庄 me 与 电阻 玉 前 电势 隆 RI, 其 中 了 = 了 (为 回路 中 的 电 
流 ， 按 盐 隶 赶 去 第 二 定律 可 列 出 方程 


E=v+ RL, (1) 
匀 设 电容 工 的 电量 为 Q)， 则 
. dO) _ dv 
Tt) -一 中 Ca 的) = 一 尼 (2) 
和 将 2) 代入 (1) 得 
dy, 
RC + Vo EK, (3) 


其 中 尽 ,C ,五 全 是 已 知 的 常数 ，(5) 是 一 稻 线 性 常 微分 方程 。 为 找 出 


A 沉 要 给 出 初始 条 性 ， ve(0) = 0, 邮 开 始 拒 天 接 至 412 时 ， 也 就 


是 对 CC 开始 充电 时 ，C 的 两 端 电压 ze 应 为 堆 。 
下 面 求解 (3)}。 将 (83) 改写 为 
dv _, Ve- 
或 写 为 人 下 RO 
df __ RC 
dw Ey EE 
将 二 视 为 未 知 沙 数 , 2。~ 瑟 光 自 变量 , 则 得 


:=|- RC dtv— E) 


= -RCIn [vo—E |- RCInA, 


其 中 轧 为 酝 意 常数 ， 还 原 窟 成 0) 的 函数 形式 
v= E+Ae-xr , 


(4) 


这 就 是 方程 (3) 前 通 解 。 瑰 用 初始 条 他 2。= 0 去 确定 女 ， 从 而 求 得 特 
解 * 也 就 是 求 得 充电 过 程 中 电容 C 耳 端 册 庄 随时 间 变 化 的 规律 六 人， 


将 f= 人 0 代入 (和 得 
0= v0)=E+ 有 BB， 
即 肝 有 = gy(0) 一 五 = 一 万 , 记 以 


vt) = El -er), 


(5) 


把 (5) 的 关系 用 图 1,4 画 由 米 ， 充 电 过 程 中 电压 we 从 零 开始 逐 


f 


渐 增 大 ， 具 当 纺 =+ sc 有 时， 如 (全 一 吾 。 在 电工 学 中 ， 通常 称 z= 及 C 为 
时 间 常 数 , 当 =371 叶 ; 2。 (37) = 人 9.95 万 ， 就 是 说 ,经 过 时 间 3z 后 ， 
电 窒 忆 上 的 电 里 已 达到 外 加 电压 的 895% ,实用 上 ,通常 认为 这 时 电容 
C 的 充电 过 程 基本 结束 ， 充 电 完毕 时 2。= 上 上 . 
对 于 时 间 党 数 Y= RC 前 意义 还 可 以 从 方程 
vo +7- = 


再 出 ， 邵 果 “ 自 加 开始 以 恒 速 - 竺 -| 增长 ,由 经 时 间 * 以 后 达到 


对 于 放电 过 程 的 讨论 ,可 以 类 似 地 进行 ,此 时 方程 为 


wot RC -=0, (6) 


初始 条 件 为 zu(0)= 已 ， 解 为 go= Ee- zz ,由 此 可 见 电容 C 两 端的 电 
于 从 开关 下 刚 角 及 “22" 取 歼 什 开始 逐渐 减少 直至 堆 。 这 就 是 整个 放电 
过 程 的 数学 描述 。 

例 2 单独 

质量 为 织 的 球 ,用 长 为 了 的 绍 绕 悬挂 在 CO 点 (如 图 1.5) "在 地 球 引 
力 下 作 往复 摆动 ; 若 不 计 攻 线 的 质量 ; 则 称 迪 系统 为 单 摆 ， 试 求 摆 球 二 
的 运动 方程 式 ， 

址 ”以 时 间 上 为 下 变量， 细 线 与 重 线 的 把 前 为 未 知 函 数 以 六 ， 运 
用 牛顿 运动 第 二 定律 来 列 方 程 。 没 道 时 针 诺 向 为 有 的 正 辐 。 

上 竺 分析 狐 球 在 运动 时 受 力 的 情 训 ， 在 摆 钱 偏 前 汶 上 六 时， 重力 
M8 在 运动 方向 的 投影 为 zag Sin 6, 它 将 探 拉 向 平衡 位 置 ; 重 力 ?pg& 在 
Om 连 线 方 铝 上 的 分 力 与 线 的 张力 相 平衡 ,还 有 阻力 不 ， 它 的 方向 与 
运动 方向 反 向 ;其 大 小 号 速度 下 (ti) 成 正比 * 上 比例 系 数 记 为 上 >0。 几 和牛 
幅 运 动 第 二 定律 ， 得 到 在 氛 球 运动 方 旬 上 诸 力 之 和 等 于 3948(D， 即 丰 

— masing ~ nl0 = 86, 


或 写 为 Gt) + ft) + 地 -Sing (2) =0, 人 


这 是 二 阶 非 线性 常 稻 分 方程 。 
当中 充分 小 时 ， 即 摆 球 作 小 振幅 摆动 时 ，sing 一 ,下 可 得 近似 的 方 
程 


dt) + EG + 0) =0 (8) 
这 是 一 阶 常 系数 线性 微分 方程， 


图 1.5 


初始 条 件 可 以 代 设 为 ;初始 时 刻 上 = 0 时 ，9(0) = 6(0) = wo， 特 
” 别 地 可 取 4(0) = 0,0(0) = ps， 是 常数 ， 

例 3 收 育 机 接收 回路 的 简化 L 一 C 电路 

现 来 考虑 加 图 1.6 所 未 的 L 一 C 电路 ， 它 是 收音 机 接收 回路 的 简 


用 1.6 


s 全 * 


化 电路 。 是 由 电容 C .电感 上 利 某 个 无 线 电 电台 发 射 的 无 线 电波 的 电 
磁场 产生 的 感应 电动 势 ef 的 绅 联 所 成 的 回路 。 
可 用 茜 尔 填 兴 定律 来 建立 对 应 的 常 微分 方程 , 自 变量 取 时 间 i， 未 


知 函 数 到 回路 中 的 电流 强度 72) ,电感 工 的 电压 降 为 工 - 3 -， 电 容 C 


的 电压 降 为 -@_, 其 中 @ 为 电量 ， 直 工 的 定义 得 T= -43 ， 或 9= 


jab 在 整个 回路 中 ,所 有 支 路 上 的 电压 的 代数 和 和 等于零, 即 有 


dr 1 _ 
工 -9 + 直人 7 g(t), (9) 


但 上 述 关 于 了 的 方程 中 既 有 了 的 导 烙 ， 又 有 了 的 积分 , 它 还 不 是 微 
分 方程 ,但 可 将 其 归结 为 一 个 未 知 函 数 的 二 阶 微分 方程 . 为 此 令 


z= 下 17dt, 则 有 C- 名 -~ 了. 于 是 ， 


LC +o= elt) (10) 


如 时 仍 用 工作 未 知 函 数 , 可 以 得 到 关于 了 的 微分 方程 


. + 1 _ I= ef)., (11) 


二 、 微 元 分 析 法 

用 给 积分 的 徽 元 分 析 方 法 岩 建 立 常 微 分 方程 ， 实 际 上 是 寻求 一 些 
微 元 之 间 的 关系 式 。 在 建立 这 些 关系 式 时 也 要 用 到 已 知 的 规律 与 定 
理 ， 与 第 一 种 方法 不 同 之 处 在 于 这 里 不 是 喜 接 对 未 知 函 数 与 未 知 函 数 
的 导数 应 用 规律 和 定理 米 得 出 关系 式 ， 而 是 对 某 些微 元 来 应 用 规律 
的 。 
例 4 有 高 为 吾 cm 的 半球 形容 只 ;水 从 它 的 底部 小 孔 流 时 ,小 乱 的 

机 截面 积 为 'Scm*， 开 始 时 容器 盛 满 水 : 问 要 多 消 时 间 水 流 完 ? 
解 ” 见 图 1.7， 设 自 变量 为 时 间 i， 未 知 范 数 及 () 表示 水 面 的 高 
* li* 


pol) 


图 1.7 


度 ， 设 坐标 原点 O 在 底部 小 孔 处 ,下 的 正 向 将 向 球 心 。 初 始 时 刻 #= 
时 ， 水 面 高 讼 有 (0) = 百 ， 现 要 证 立 (0 所 满足 的 微分 方程 , 并 由 
h(T) =0 求 出 水 流 完 所 涡 的 时 间 工 。 

时 刻 的 水 面 高 度 为 及 ()， 简 写 为 A， 时 刻 t+ 红 时 水 面 高 度 为 
h+dh， 注 意 到 水 面 是 不 断 蜂 低 的 , 故 dh 之 9。 下面 进 行 微 元 分 析 ， 考 
处 从 t 到 +t 这 段 时 间 内 容 鼎 内 水 体积 的 微 元 改变 时 (图 1.7 中 的 一 
个 阴影 部 分 的 水 面 层 ) 为 dV = - myz.dj， 其 中 = VHD 
另 一 方面 从 面积 为 S 的 小 孔 在 从 {到 t+ df 这 段 时 间 内 流出 的 水 的 微 
元 体积 政变 量 为 Sm (Pa dt， 总 中 voth) 为 水 面 高 度 h# 时 从 小 也 中 流 
出 的 水 溉 丸 畏 度 向 的 速度 。 这 里 ,近似 地 把 在 到 t+ 由 这 自 时 间 里 ， 
即 水 面 高 度 从 刻 到 + dh 时 的 流出 水 的 迹 度 看 成 保持 不 变 的 vu()， 
根据 水 力学 中 有 关 的 定律 得 


valk) = 0.62AA 2 gh, 


这 里 & 为 重力 加 速度 ， 


根据 上 再 的 分 析 得 
dV = -~ zrrdh = Sv Ch dt, (12} 


将 * 与 (如 代入 (12) 式 得 
中 1 站 


-atH:- HH- pIJdh=0.62 Sv 2 8h df, 

即 有 
dh _ 
df 王 有 有 所 一 亚 
为 了 求解 关于 的 一 阶 方程 (3) ,将 它 政 写 为 (实际 上 把 t 视 为 未 知 黄 数 } 
__- ,CH-hvh dh， 


(13) 


O65 Vae (14) 
两 边 求 积 分 ,有 
t= -SC (2 五 -下 W hdh, (15) 
到 此 ,所 要 求 的 
Dp 
3 
T= | Ey Fa (2 HVE- Wdh 
= mT TA py 2 pl 
5 ss sal 了 a 
一 2 5S/2 iH 2 
0.629 25 [ 5 H H | 
> 7 xwH 
HS dg 


例 5 杆 件 中 热 的 传递 

将 一 水 平 的 金属 杆 的 两 端 轩 于 支架 上 , 其 间 的 距 广 为 工 ( 见 图 
1.8). 

设 杜 件 的 左 端 以 维持 在 一 回 定 的 温度 ;而 右 端 @ 也 维持 在 另 
一 国定 的 温度 了 ， 假 定 了 :<T。 又 设 温度 与 时 间 上 无关， 

此 杆 件 的 导热 系数 为 4, 形状 像 一 扁 铁 条 ， 截 而 面积 为 4 ,截面 的 
周 界 为 卫 。 杆 件 赚 面 圣 周转 介质 的 传 热 系数 设 为 常数 g, 杆 的 周围 介 
质 的 温度 为 了 ，。 试 确定 村 件 中 任何 点 的 温度 与 此 点 离 热 端 .的 距离 之 
疝 的 关系 。 

解 ”一 般 地 讲 ， 杆 件 覃 城 面 上 各 点 的 温度 还 依赖 于 离开 杆 忻 表面 
的 距离 ， 因 此 杜 件 中 任何 点 的 温度 应 其 离 热 端 距 离 * 及 离 表面 距离 
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图 1.8 


y 的 二 元 函数 。 本 例 中 假设 证 件 非 常 细 ， 且 它 的 导热 系数 又 很 大 ， 因 
此 可 以 忽略 垂直 于 轴 心 方向 前 温度 变化 ， 而 不 致 引起 显著 的 误差 ， 在 
这 样 的 假定 下 ,温度 人 名 为 一 个 自 变量 = 的 函数 卫 (z) 。 

下 面 取 时 间 的 微 元 段 d 和 丁 忻 上 距离 的 微 元 段 dz 来 应 用 热传导 


定律 列 出 方程 的 ， 该 定律 本 身 仍 是 直接 与 温度 的 变化 率 一 一 了 (4) 的 
导数 有 联系 的 ， 但 分 析 仍 用 给 元 肥 来 进行 的 ， 故 仍 称 之 为 微 元 分 析 
法 。 

现在 我 们 研究 在 离 @, 端 之 距离 长 为 «4 处 .长 度 为 dz 的 一 个 微 元 
段 中 热量 的 传 布 博 况 ， 

按照 假设 温度 函数 仅 与 有 关 ， 而 与 时 间 上 是 无 关 的 ， 即 我 们 所 
研究 的 传导 过 程 是 稳定 的 . 

按 热 传导 定律 ,在 尼 时 间 内 ,通过 离 杆 端 驴 , 的 距离 为 z 的 截面 上 
的 热量 是 


_AAT’(ay dt. 
在 由 时 间 内 ,通过 离 村 端 包 , 的 距离 为 s+ dz 的 截面 上 的 热 革 
是 
AAT’ tw t ddte ~ AATT’ (Cp) + To) dre]dt. 
在 介 于 这 两 个 截面 癌 的 一 段 杆 件 中 ,由 于 热传导 而 在 地 时 间 内 得 
到 的 热量 就 是 上 面 两 个 热量 之 差 , 即 近 伐 为 
AATr (wydwdf. 
在 这 同一 段 时 间 由 里 ,这 一 段 杆 件 散 于 周围 介质 的 热量 损失 为 


a 各 = 


PdrT tm) - Tdt. ， 
丁 件 虹 段 在 展 时 间 里 由 热传导 得 到 的 热量 应 当 等 于 它 散 发 到 介 
质 中 的 热量 , 故 可 得 关系 式 
AAT’ (w) dedt = aePdz.[T(z) -Teidt, 
因为 微 元 dz 与 时 是 性 意 的 ,所 以 


上 式 就 是 本 例 的 数学 模型 ， 它 是 二 阶 线性 常 微 分 方程 。 它 的 一 般 
略 法 的 讨论 请 见 第 二 章 。 下 耐用 一 种 初等 而 简单 的 方法 求解 (16)。 现 
令 = 了 一 了 ,UW = aP/AA， 则 (16) 成 为 


dy 


de — Ay=0 C17} 
在 上 式 两 边 乘 上 2 -9%-, 则 得 
df/ dy Ne sl 
Fal td (18) 
所 以 
Ff dy vs 
(er) at =C (〈C 是 常数 ) ， (19) 
试 取 
-=a (C, 是 常数 )， (20) 
与 
-+ay =aC, (C, 是 常数 )。 《21) 


”对 (20); 令 =9+ Cu 得 -和 = ou， 把 它 改写 为 


ds 1 


过 花 


了 与 


积分 之 得 到 人 = 一 上 一 (ni4] 一 InB)， 因 此 有 &%= Bie*。 


对 (21)y 令 0=9- 人 CC,， 得 -9 = -0 , 下 下 写 为 


积分 之 得 到 w= 二 Tnj?} -InB,)， 因 此 有 ?= Bsers*。 由 方程 (17) 


的 线性 性 质 和 所 e** 与 er 的 线性 组 全 仍然 是 (17) 的 解 ， 克 可 得 (17) 的 
通 解 
y= CC es +C? ez, 
其 中 心 ? 与 C2 均 为 企 意 常 狼 。 回 到 原 玉 的 未 知 重 数 得 通 解 
T=T, tC erCr erar， 
由 条 和 任 了 (0 = T,, TL) = 了 可 以 求 得 决定 Cr 与 Cs 的 线性 代 
数 方程 组 
人 = 了 
| err TeraCy = 了 :一 了 ,。 


解 之 得 


C+ = 了 了 ， 一 了 一 (DT,— Te 
: 2sh(aL) “ 


Cr = (CT, 一 Te 一 《了 ，-- T,) 
: 2 sh(ar) * 


所 以 满足 两 端的 温度 约束 条 人 忻 的 特 解 为 


(T,— Tsh(ar) + (T,— Tsh(atL -%)) 
T=Tst ShaLy 


(22) 


EE 
三 、 炎 拟 近 似 法 


在 生物 ,经 济 等 学 科 的 实践 问题 中 , 常 要 用 模拟 近似 的 方法 来 建立 
微分 方程 数学 模型 ,这 是 困 为 生物 ,医学 、 经 济 站 的 一 些 现象 的 规律 性 
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我 们 还 不 很 清楚 ,下 使 有 记 了 解 也 -是 极其 复杂 的 * 因 此 要 用 数学 模型 去 
研究 它们 时 只 能 在 不 同 的 艇 设 下 去 模拟 实际 的 现象 ， 这 个 过 程 当然 外 
近似 的， 这 样 模 氢 近似 所 建立 的 微分 方程 从 数学 上 求解 或 分 析 解 的 性 
质 , 诅 夫 同 实际 情况 对 比 , 香 这 个 微分 方程 槛 型 能 否 刻 划 , 模 氢 , 近 似 茶 
些 洋 际 的 现象 。 下面 用 几 个 合子 来 加 以 说 明 ， 

例 6 生物 种 群 数 的 增长 

生物 总 数 ( 也 包 朱 人 大 口 总 数 ) 的 预测 是 一 个 很 重要 的 问题 。 但 是 任 
何 生 物 称 群 数 特 是 按 整数 变化 的 ， 但 当 种 群 的 总 数 非 常 天 时 ， 种 群 数 
指 少 量变 化 与 总 萄 之 比 是 很 小 的 ， 这 相当 于 在 时 间作 微小 变化 时 和 种群 
数 也 作 小 的 变化 。 因 此 ,我 们 近似 地 认为 ， 当 总 数 很 大 时 ， 它 荐 随员 
间 连 绽 地 , 潜 至 可 微 地 变化 ,这 时 可 取 时 间 : 沟 自 变量 ;以 种 群 数 和 (4) 为 
未 知 画 数 。 傻 定 r(t, ?表示 该 种 群 出 生 率 和 死亡 率 之 差 ， 那 末 六 (的 
的 增长 率 入 '(D) = 了 (tN (0))。 如 果 生 物种 群 是 孤立 的 ,可 以 近似 地 有 
ND) = GN (Cf)，(0 为 常数 )， 即 

Nifty =aN 0) (23) 


' 这 是 一 个 一 阶 线性 常 系数 方程 ， 它 描述 了 马尔 萨 斯 (Malthus) 生物 总 
数 增长 定律 ,马尔 萨 斯 曾 用 来 讨论 人 口 问题 。 假 定 六 侣 = 间 则 可 
以 求 得 
ND= Ned, (24) 

显然 ;把 ?(1，N) 视 为 六 的 线性 函 娄 是 一 种 模拟 近似 。 究 竟 它 鸡 
名 些 情 癌 下 的 生物 种 群 增长 能 够 以 较 小 误差 来 近似 模拟 呢 ? 让 我 们 看 
些 实情 。 1 
1945 年 克 劳 度 宽 (Crotmnbic) 作 了 一 个 人 工 饲 养 小 从 忠和 的 实验 ,在 
10 克 麦 粒 中 养 一 对 甲虫 ( 小 洛 虫 ); 每 星期 将 麦 糠 过往 一 次 ， 又 将 新 鲜 
麦 粒 补足 到 10 克 ; 这 种 程序 可 使 食物 资源 大 至 不 变 ， 每 两 星期 统计 一 
次 活 的 成 电 前 个 数 , 得 到 如 图 1.413 所 示 的 曲线 , 当 上 较 小 时 它 与 (24) 式 
所 画册 的 曲线 是 很 符合 的 。 但 是 对 于 大 前 加 由 于 当 上 =ce 时 有 NN() 
一 oo, 这 显然 是 与 实际 情况 不 相符 的 ， 

若 六 的 表 承 时间 计时 地 球 上 的 人 口 总 数 。 据 估计 ， 在 196 年 地 
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球 上 的 人 口 总 数 是 30.6 亿 (3.06X 10 .在 过 去 十 年 间 人 口 接 每 年 2 吧 
的 速率 增长 着 。 因 此 = 1961,No=3.06x10 ,4=0.02， 于 是 
Nt 一 3.06 这 109e0:0205To6D) 《25》 
这 个 公式 准确 地 反映 了 在 1700 一 1961 年 期 间 的 人 站 总 数 。 在 这 期 辣 
地 球 上 的 人 口 大 约 每 35 年 增加 一 倍 ， 丽 由 (25) 式 可 得 人 口 每 34.6 年 
增 如 一 悦 。 为 了 证 明 这 一 点 , 记 于 = 上 一 加 ,得 en =2， 即 0.02 了 = 
inm2， 故 工 = 50 In 2 宅 34.6， 营 以 这 种 增长 率 计算 ， 可 以 预测 地 球 上 
的 人 日 总 数 在 2510 年 将 是 2x10"*, 在 2635 年 将 是 1.8x10", 在 
2670 年 将 是 3.6x10”5。 这 是 一 些 天 次 数字 ,地 球 表 面 的 总 而 积 太 约 为 
5,.11X10 平方 公里 ,即使 809% 的 水 面 上 也 住 大 , 贴 到 2510 年 ,平均 每 
人 仅 有 2.555 平方 米 ; 到 2635 年 ,每 人 仅 有 有 0.28 平方 米 * 刚 路 立足 ,而 
到 2670 年 ,我们 只 好 一 个 人 站 在 另 一 个 人 的 和 肩 上 排 成 两 层 了 。 由 此 可 
殉 对 生息 总 数 不 太 大 时 ， 线 性 的 徽 分 方程 模型 模拟 近似 是 较 好 的 但 
生物 总 数 非 常 大 时 ， 线 性 模型 就 不 准确 了 。 因 为 线性 模型 没有 反映 这 
样 一 个 事实 ， 即 一 个 物种 各 个 成 员 之 间 由 于 生活 场所 和 可 利用 的 自然 
资源 和 食物 的 有 限 在 进行 着 竟 争 。 一 般 地 兵 有 对 低级 的 动物 ， 例 如 细 
菌 .酵母 或 浮游 车 类 比较 罗 合 * 如 用 于 人 口 问 题 偶 差 就 很 大 ， 需 要 瞩 改 


+ 8 « 


模 拨 的 模型 。 

现在 考虑 有 影 栅 增长 率 的 竞争 项 的 模拟 ,把 它 取 为 -BN*， 其 中 
E 是 常数 ， 因 为 单位 时 间 内 两 个 成 员 相 遇 次 数 的 统计 平均 值 与 入 ?成 
正比 ， 所 以 把 (23) 修 正 为 下 述 一 阶 非 线性 方程 


dN _ 2 

ON gaN-bN., (26) 
或 

1 dy 

i BA 。 {27) 


议 个 方程 称 为 生物 总 数 增长 统计 筹 算 律 ， 常 数 &4 与 6 称 为 生物 总 数 的 
全 命 系 数 ， 这 个 定律 是 荷兰 数学 生物 学 家 莫 胡 斯 特 (Verhulst) 首 先 发 
映 的 。 一 般 地 说 ; 比 4 小 得 多, 因此 , 若 六 不 太 大 ,; 则 竞争 项 -PN: 
同 &N 相 比 可 以 略 去 ,而 生物 总 数 按 指 数 增 长 。 但 和 N 很 大 时 ,竞争 项 就 
不 能 忽略 , 为 求解 方程 (26) ;可 以 将 (26} 改 等 为 


_ dN 
df= ER 一 PN: 
_ 187 1 p 
积分 之 得 ti I'M + Tay jdr 
_ 1 N | a-bN, 
~a mn Nol CE ]" 
诊 之 ,有 
entio) = Na-bN,) 
Na-bN), 
从 而 ;得 到 
_ CMV 
ND TN ra Njeeiy * (28) 


现在 米 研 究 西 数 (28), 当 too 时 ;有 NDSNe = 名 ， 可 见 不 管 


初始 条 件 如 何 , 生 物 总 数 总 是 趋向 于 极限 值 -% -另外 可 看 出 , 当 0<N。 


. 1 


二 吕 - 时 ,信人 的 是 时 间 上 的 单调 递增 衣 数 ,而 县 ,因为 


dN _ dN - dN 四 
i = 26N -> (a 26N)N (da— BbN), 


， a dy R、 a dN 
记 已 ， 当 六 (Dp -是 递增 的 :而 当 NOD> 5 时， ~ 


是 递减 的 ， 现 设 Wi<-35 函数 入 (四 的 图 形 网 图 1,10, 这 种 此 线 称 
为 统计 笑 算 曲线 或 S 形 曲 线 。 由 图 1,10 本 见 ， 寿 生 物 总 数 达 到 其 极 
限 值 的 一 半 以 前 的 时 期 ,是 加 速生 长 条 期 ， 过 这 一 点 以 后 ,生长 的 速率 
逐渐 减 小 ,并 旦 迟早 会 达到 零 , 这 是 减速 生长 时 期。 

上 述 这 些 结 论 ， 用 来 模拟 嘉实 的 生物 种 群 的 总 数 的 增长 是 比较 准 
确 的 . 

-数学 生物 学 家 高 斯 (下 .Gauss) 进行 的 原生 物 草民 虫 实 验证 实 了 
统计 筹 算 律 的 稚 拟 的 淮 确 性 .把 五 个 草 展 虫 放 在 嫉 有 0.5 厘米 "营养 号 
的 小 试管 中 ,连续 六 天 每 天 都 数 一 数 试 管 中 幕 服 虫 的 个 数 。 他 发 现 , 当 
草 蜂 虫 的 个 数 较 少时 ， 以 每 天 230,9% 的 速率 增长 ， 直 初 草 用 虫 的 个 
数 增 蕉 很 快 ,后 米 慢 下 米 了 ,直到 第 四 天 达到 景 高 水 平 375 个 ,充满 整 
个 试管 。 由 这 个 实验 ， 得 到 4=2,309, 6= 2,309/375, NN (1) = 375/ 
《1+74e-2%s0o), 取 机 =0， 将 上 述 统计 等 算 律 求 得 的 六 ( 信 与 实验 数据 
对 照 (图 1,11 上 用 。 表 示 实 际 观 符 数 据 ? 是 十 分 咖 合 的 。 

N 


图 1.19 


上 2 机 


N(R) 


400 © 
300 
?00 
100 
5 
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久 1.11 


再 来 考察 一 下 统计 适 算 律 得 到 的 地 球 上 来 来 人 人 口 总 数 。 和 生态 学 家 
相 计 总 的 自然 值 是 0.029。 又 知道 ， 当 人 口 总 数 为 3.08x10? 时 ， 年 
人 口 以 2 呈 的 速率 增长 着 。 从 方程 {26) 易 得 

0.02= 0.029 ~ Bb(3,086 x 10°), 
固 而 8= 2.941x 10-*， 叉 极限 信 
A 0.029 


BB 2941x10P 
根据 此 信 与 1861 年 人 人 口 人 比较 ,可 加 1961 年 们 处 于 曲线 上 加 建 增长 的 
让 此 人 蚀 可 见 ， 用 模拟 近似 法 所 建立 微分 方程 的 模型 与 前 两 种 方法 
相 比 有 两 点 很 重要 ,一 是 要 把 握 住 模拟 的 假设 条 件 ,对 不 同 的 假设 条 忻 
可 有 不 同 柜 氢 的 方法 ,也 就 有 不 同 的 模型 ! 二 是 要 对 由 模拟 的 微分 方程 
得 到 的 解 的 特性 进行 分 析 ,然后 去 与 实际 情况 或 实验 对 照 * 丰 结果 是 否 
一 致 , 若 一 致 或 基本 符合 ， 则 说 明 模 拟 是 好 前 ,由 檬 拍 建 立 的 微分 方程 
大通 用 的 ,否则 就 要 修改 微分 方程 机 蛮 ，。 
例 7 市 场 价 格 形 成 的 动态 过 程 
对 于 纯粹 的 市 场 经 济 订 说， 商品 市 场 价 格 取 决 于 市 场 供需 之 间 的 
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=9.86X10"。 


关系 。 作 为 一 个 最 一 般 的 也 是 最 简单 的 经 济 规律 来 说 。 是 要 求 市 场 价 
格 能 促使 商品 的 供给 与 需求 相等 ， 这 样 的 价格 称 为 (静态 ?均衡 价格 . 
这 就 是 说 ,如 时 不 考虑 商品 价格 形成 的 动态 过 程 , 那 末 商品 的 市 场 价格 
应 能 保证 市 场 殿 需 的 平衡 ， 

一 般 地 说 实际 的 市 场 价格 不 会 怡 好 等 于 均衡 价格 ,而 且 价 格 也 不 
会 是 静态 的 ， 而 应 该 是 时 间 # 的 函数 ,价格 形成 的 过 程 往往 是 一 个 通过 
市 场 不 断 的 自动 调节 使 市 场 价格 亚 步 趋 于 均衡 价格 的 过 程 . 具体 地 
说 ,假设 在 茶 一 时 刻 碳 * 有 一 非 均 衡 价格 了 ,3 那 末 些 时 存在 ( 正 的 或 负 
的 ) 供 需 差 ,此 供需 差 促使 价格 变动 ,对 新 形成 前 价格 又 有 新 的 供需 差 , 
如 此 不 断 润 节 ， 就 构成 市 场 价 糙 形成 的 动态 过 程 。 现 要 求 建立 这 个 动 
态 过 程 的 微分 方程 数学 模型 。 

解 上述 问题 是 数理 经 济 学 中 研究 的 基本 问题 之 一 。 它 不 能 像 物 
理学 中 那样 精确 地 建立 模型 ， 然 后 求 得 微分 方程 模型 前 解 去 准确 地 反 
跨 或 预见 一 些 物理 的 现象 。 对 经 济 中 的 问题 我 们 只 能 模 氢 近似 地 去 建 
立 数学 模型 ,提出 一 些 对 规律 的 分 析 与 假想 ,来 建立 模 扯 这 个 动态 过 程 
的 微分 方程 ,然后 求 得 方程 的 解 , 回 过 头 再 去 比较 实际 的 动态 情况 与 模 
拟 鲁 形 理论 的 结果 ， 以 决定 近似 寞 型 的 好 坏 与 决定 是 否 采 纳 。 务 通 党 
一 样 , 久 时间 # 为 自 变量 "商品 价格 己 ( 约 发 来 知 函 数 。 我 们 现 用 一 种 简 
单 的 模拟 近似， 认为 价格 的 次 化 正比 于 需求 与 供 维 之 差 。 例 如 ， 对 一 
种 离 品 的 情形 ,有 方程 


5 =eLF(P, 门 -g(CP)， (29) 


其 中 a 为 正常 数 ,f 为 参数 ,起 示 消费 者 的 收入 ， 了 (了 ,作为 需求 沙 数 ， 
2( 卫 ) 为 供给 函数 。 方 程 (29) 蚌 一 阶 非 线性 常 微分 方程 、 
现 以 钱 性 的 需求 务 数 及 供给 函数 汶 例 。 这 时 ,方程 (29) 为 


和 =ao—aP+p-CPrd)= 一 CC 二 人 有 上 本 (而 二 如) (30) 


其 中 a,2,c,4 者 是正 常数, 假定 初始 时 刻 f= ?OT 这 是 一 
个 一 阶 线 性 常 系数 常 微分 方程 。 将 (30) 写 成 下 声 和 6- 的 形式 再 积分 之 得 
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mi Hm 


忆 ( 坟 = (P,- 2 estateje 十 B+ 。 《31) 
注意 静态 均衡 价格 互 应 满足 
apPrb=CP-d, 

即 五 = (B+Q)/a+c)。 在 (31) 的 两 边 取 1+ co 时 的 极限 得 P(#) 
-> 五 
叉车 初始 价格 已 = 三 ， 那 末 动 态 价 格 就 维持 在 均衡 价格 五 上 , 即 整 个 
动态 过 程 转化 为 静态 的 。 

二 (307 所 表示 的 市 场 动态 钳 构 为 一 缀 疯 反 馈 系 统 ， 即 初始 时 的 价 
格 也,, 车 它 大 于 卫 ， 则 山 于 负 指 数 ,PC) 单 调 下 降 向 千 氟 ， 若 小 于 
卫 , 则 Pt) 单调 增加 向 了 靠 朱 。 对 于 满足 hm Ptf) = 五 的 价格 称 为 动 


态 稳定 价格 。 

若 和 需求 函数 为 非 线 性 函 煞 ， 则 我 们 也 可 以 求解 描述 价格 形成 的 动 
态 过 程 的 微分 方程 ,而 且 世 可 知 随 佑 时 间 的 推移 ,物价 将 逐步 趋向 均衡 
价格 。 例 如 取 = 5 六 ,8= 卫 -1， 则 有 


dE -ae(5-. Pi P11) ats+tP)(2-P). (32) 


P 
GE 
初始 条 件 仍 旧 设 P(0) = Po， 求 解 它 ， 并 能 证 明 此 解 当 foo 时 ,PP() 
->2。 实 际 上 由 (33; 右 端 等 于 零 可 以 求 租 五 =2， 即 随 着 时 间 的 推移 ， 
价格 越 来 越 斧 拢 均衡 价格 五 = 2， 

有 从 以 上 前 分析 可 知 ， 我 们 用 来 模拟 价格 动态 过 程 的 一 阶 微分 方程 
在 一 定 程度 上 反映 了 价格 影 嘛 项 求 与 供给 ,而 党 求 与 供给 反 过 来 又 影 
响 价 格 的 动态 过 程 ， 并 指出 了 动态 价格 逐渐 向 均衡 价格 靠拢 的 变化 郑 
势 。 当 然 这 个 模拟 的 模型 也 有 局 限 任 * 因 为 实际 上 商品 生产 需要 时 间 ， 
因而 供给 荆 往 往 是 根据 以 前 某 时 刻 的 价格 作出 的 ， 例 如 供 给 函数 为 
2(PQ~ 1)) ,也 就 是 说 用 延 灌 动态 价格 模型 来 模拟 更 为 遇 真 ， 而 对 延 
灌 的 模型 ， 则 由 于 时 间 的 延 河 加 上 生产 者 对 价格 的 过 分 敏感 而 造成 了 
价格 的 不 稳定 性 。 可 见 价格 的 动态 过 程 也 就 与 我 们 讨论 过 的 情形 不 同 
了 ， 0 
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33 问题 综述 
本 书 灾 讨论 常 微分 方程 (组 ) 前 下 述 几 方 面 的 何 题 ， 


一 、 求 分 析 形 式 的 通 解 


对 一 些 类 型 的 常 微分 方程 (组 ), 特 别 基 线性 的 情形 ,我 们 能 用 某 些 
衣 潜 求 出 方程 (组 ) 的 道 解 ， 但 是 对 相当 多 的 类 型 的 方程 刚 不 能 求 得 分 
斩 形 式 的 通 解 。 本 书 将 介绍 一 些 能 求 得 分 析 形 式 通 解 的 方程 类 型 以 及 
具体 的 求解 方法 ， 


二 、 求 初 值 问题 或 边 值 问题 的 特 解 


在 雇 求 得 分 析 形 式 的 通 解 中 有 一 些 任 意 常 数 ， 在 前 面 一 些 合 子 中 
我 们 给 出 了 确定 这 些 任意 常数 的 条 件 ， 这 些 条 件 称 为 定 解 条 件 ， 满 足 
这 些 条 件 的 解 是 定 解 间 题 的 特 解 ， 在 这 里 有 两 类 定 解 问题 最 常见 最 重 
要 。 


(1) 初 值 问题 
”以 一 阶 方程 为 例 , 我 们 考虑 如 下 问题 ; 求 满足 方程 
各 = f(t, sr) - (1) 
坟 及 初始 条 性 
wto) = to . (2) 


的 解 ; 称 之 为 一 阶 方程 的 初 位 问题 ,又 称 林 丁 (Cauchy) 问题 。 
对 二 醒 方 程 而 言 ,我们 考 起 加 下 启 题 ， 吕 求 满 足 方 程 


3 =- ,和 ) (3) 


以 及 初始 条 性 
.= Wo 2 二 5 《2zo，20 都 是 常数 ) 《和 
的 解 ， 称 之 为 二 阶 方程 的 初 值 问题 ， 


"od 


对 常 微 分 方程 组 而 言 ,我 们 考虑 如 下 问题 , 求 满足 方程 组 
ds 


= ft oe) (f= 1,2,. 1) 《5) 
以 及 初始 条 性 
vt) = wo CF= 1412 0) . 《6) 
的 解 , 称 之 为 一 备 常 汐 分 方程 组 的 初 值 问题 。 
《2)》 按 得 问题 
主 到 对 二 阶 线性 化 分 方程 讨论 边 值 问 题 ; 它 的 提 法 是 这 样 的 ;要 求 
满足 二 阶 方程 
SE +p Ge + qt)s= fh), 《7) 
以 及 边 位 杂 性 (及 称 为 两 点 边 值 条 件 ) 
(0) = A, sth)=B {8) 
的 解 。 当然 更 ”最 二 可 以 及 清 居 一 站 放下 全 说 作 枯 人 
{2 + et’ CA) = C9) 
Beth) + Bre’ (bY) = 8 


的 解 s 这 里 os Pi Bs, A 和 B 都 是 常数 。 


三 、 讨 论 初 值 问题 或 边 值 问题 的 解 的 性 质 


除了 闪 体 求解 初 人 问题 或 边 值 问题 以 外 ， 还 有 一 个 重要 内 客 就 是 
从 理论 上 讨论 这 两 类 定 解 问 题解 的 窑 在 性 ,唯一 性 等 性 质 , 本 书 因为 主 
要 讨论 应 用 的 背景 、 问 题 的 归 结 以 及 微分 方程 解 的 求 得 或 解 的 特性 分 
析 用 于 解释 一 些 实 蒜 问题 及 用 于 解决 实际 癌 题 ， 因 此 那些 理论 性 比较 
强 的 部 分 我 们 就 不 作 详细 讨论 了 ,只 是 对 其 论证 方法 作 些 简介 .要 注意 
的 是 上 述 两 类 定 解 问题 的 解 的 性 质 既 有 类 似 之 处 ， 也 各 有 其 特殊 性 。 


四 、 近 羽 数 值 解 

随 着 电子 计算 机 的 普遍 使 用 ， 使 得 不 能 用 分 析 形 式 求解 的 方程 多 
大 凶 燥 能 用 近似 的 方法 ,借助 于 电子 计算 机 去 求解 一 一 称 之 为 数值 
解 。 这 方面 内 容 在 本 书 仅 作 局 发 性 的 介绍 ，。 
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五 、 定 性 理论 及 上 应 用 


这 个 内 容 也 是 本 书 讨论 的 主要 问题 之 一 ,不 通过 求解 ,而 仅 适 过 微 
分 方程 本 身 来 讨论 解 的 性 质 。 我 们 统称 这 种 方法 为 定性 方法 。 本 书 将 
讨论 微分 方程 的 奇 点 的 类 型 与 判别 ， 平衡 解 (或 称 为 平衡 位置 ) 的 稳定 
性 ,周期 解 以 及 孤立 的 周期 解 一 一 极限 环 等 问题 ， - 


六 、 术 型 的 归结 以 及 应 用 实例 分 析 


这 部 分 内 容 直 本 书 的 一 大 特色 。 我 们 将 力图 把 模型 归结 的 三 种 方 
法 通过 实例 给 读者 以 较 深刻 的 印象 。 又 注意 到 模型 的 广泛 性 ， 姬 有 常 
疯 的 物理 力学、 化学、 控制 论 等 方面 的 实 俩 ， 也 有 近年 来 开始 出 现 前 
生物 、 经 济 等 方面 的 实例 。 这 样 可 以 使 读者 对 常 微分 方程 应 用 的 广泛 
性 有 一 个 初步 的 认识 。 


3 题 
了 说 明 下 列 方程 的 阶 . 自 变量 和 未 知 函 数 ， 
全 本 tr= Qt)) @ 和 + PODr= QU) 
diy 


ay 【党 ) 
® tr +o fx) 国 df/ -y=0; 


dix dix dz 
dr " 27 + di 十 2 二 


@ 各 spro © 
其 中 王 ,Q,f,2,b 是 已 类 函数 ,nj8 ,是 带 数 。 
2。 验证 下 列 函 数 分 别 是 所 示 方 程 的 解 ， 


dz 


们 函数 = Ce 方程 -kz 市 
本 
加 诅 数 z= 吓 e5PDE 方程 下 = P(ri)rs 


2 
加 函数 了 =Cietr+Cyxe 基 方程 了 — kr= 0 


= 之 必 . 


i dx 
0 
其 中 上 是 某 个 依 定 的 党 狼 ，C ,CisCs 是 性 宣 常 数 ; 
国画 数 2= yot 方程- 本- 2- 03 
0 1 te0, 
-1 pn 


3， 斌 分别 求 出 方程 -9 = - -二 过 臣 介 及 过 点 (2 的 积分 此 线 。 


= tgt 过 点 (D0,D0) 的 积分 曲线 ， 


5。 一 高 温 物 体 论 20:0 的 恒 广 介 夺 中 冷 规 , 设 在 沪 志 过 程 中 人 隆 温 速度 与 物体 与 
介质 之 问 的 证 谋 成 正比 ,物体 的 初 区 刘 开 六 加， 区 分 钟 包 后 的 温度 为 弓 ; 求 该 物 体 
在 任 富 时 肇 ! 的 温度 ， 

6。 人 多 = 3 上 任意 一 点 (x，Y) 的 切线 与 华 标 原点 到 这 点 的 连 
线 相 变 光 定 ， 求 az) 这 全 的 徐 分 方程 。 

: 避风 -的 项 距 等 于 切 点 的 横 举 标 ， 求 这 曲线 所 适 
给 分 方程 。 

38. 权 据 实验 ,在 一 年 里 每 克 铺 圳 变 0.44 毫克 ， 经 过 多 少年 锚 将 衰变 到 原来 
数据 的 -- 半 7? 

9。 光 兢 报 于 温水 度 的 数 最 与 射 入 水 中 光 的 数量 ,水 层 的 厚度 成 比 便 ,厚度 为 
外 昨 米 的 水 屋 夺 损 射 入 光 的 一 六 。 问 坚 度 为 2 烷 的 水 层 将 样 损 怎 样 一 部 分 光 ， 

10。 坚 直 放 置 的 夯 柱 形 水 社 床 部 有 一 -小 妃 , 栓 5 分 锦 册 可 流出 全 水 档 水 的 一 
半 ， 在 多 长 时 间 内 流 尽 折 有 的 水 ? 

11。 访 在 某 一 种 溶液 由 i 行 严 种 四 质 , 府 反应 升 录 时 ,两 种 物质 的 明 分 别 为 = 与 
让 双流 窑 时 间 ! ,两 和 和 物质 已 经 起 反 席 的 量 组 等 , 且 记 为 ， 测 用 化 学 反应 的 基 丰 
定律 ;反应 进行 的 之 : 半 与 清 夫 起 反应 的 量 的 蓉 竹 成 盏 比 ( 出 例 系 数 为 下)， 求 变量 了 
随时 说 + 的 变化 规 健 。 

12 这 修得 1 兴 廊 式 下 稚 
(本 村 黄 最 二 外 1。 裕 条 
标 世 鸡 上 席 与 下 庶 的 面积 廊 基 办 基 下 的 形状 5 


让 面 为 加 形 的 贺 台 状 石 桥 谷 ,桥墩 的 载荷 为 P= 90 
全 密度 p= 2.5 最 / 米 ? 容许 庄 力 R=300 吨 /六 "。 六 
过 求 出 向 通过 部 的 平面 与 轿 二 本 


二 BF, 


截 所 得 的 外 形 曲 线 ), 先 求 出 9(z) 的 微分 方程 一 一 月 粕 元 分 析 法 , 稚 面 面积 ?是 高 
麻 关 的 国 数 SCz)、 然后 求 出席 面 积 人 ,最 后 求 出 轴 截 面 的 曲线 方程 。 

13。 火箭 在 用 满 谅 料 时 的 质量 为 由 ,水 贮 燃 料 时 的 质量 为 如 ,从 严 箭 喷 出 燃 
烧 物 的 速度 等 于 C, 光 和 角 的 初速 度 为 笠 , 求 出 燃料 燃 灌 以 技 炎 得 的 速度 ,重力 和 室 
气 朋 力 略 去 不 计 。 
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第 二 章 ”线性 常 系数 微分 方程 


本 训 讨 论 线 性 常 系数 微分 方程 的 求解 问题 ， 主要 方法 是 把 微分 广 
程 的 求解 问题 化 为 特征 方程 一 一 代数 方程 的 求 根 问 题 . 


1 一 阶 常 系数 线性 方程 
我 们 讨论 方程 


- 健 -+az-o ， {1) 
及 
尘 +av=f(n (2) 


共 中 4 为 常数 ,f() 为 上 的 已 知 连 续 函 数 . 
设 (1) 有 形 如 4=e” 的 解 ， 其 中 4 为 待定 系数 ， 将 这 形式 的 解 代 
入 (1) 即 得 


A+a=0, . 
此 式 称 为 (1) 的 特 在 方程 , 解 得 4= 一 4, 记 以 (1) 有 通 解 
w= Ce 
其 中 为 任意 常数 ， 
攻 初 信条 作为 
TE) = Te, 《31 
则 初代 问题 (1) 与 (3) 航 解 为 
vt) He, {4) 


对 于 方程 (2 的 求解 代用 常数 变易 法 。 将 人 1) 的 通 授 中 的 任意 常数 
C 用 待定 阴 数 心 (四 代 符 , 即 设 (2) 有 形 如 
和 39 和 


w= (te 

的 解 , 将 它 代入 (2) 得 Cf) 满足 方程 
Cfye-m— aCttyer raCttyer = f(A, 

即 

CA =erf (0)., 
所 以 方程 (2) 的 通 解 为 

化 =TCT+ Jerr(t)dtie-", 

其 中 C 是 常数 ， 囊 (2 的 全 部 解 也 是 上 还 形 式 ( 留 给 读者 证 时)。 我 们 


注意 到 Ce 是 齐 次 方程 (1) 的 通 解 ， 而 eetfesf (td 是 非 齐 次 方程 
(2) 的 特 解 。 初 信 间 是 (2) 与 (3) 的 解 为 
we | wot | eee-0f (8) dé|. (5) 


对 于 线性 方程 (1) ,52) 有 下 面 两 个 称 为 线性 查 加 原理 的 性 质 : 

钱 性 秆 加 原理 1 若 0: 与 ps( 抱 是 方程 (1 的 解 ， 则 对 任意 常 
数 全 与 CCi2iDD +TCasps 仍 然 丰 (1 的 解 ， 

钱 性 于 加 原理 2 车 由 (DG= 1,2) 分 别 是 方程 


ran fut) (i=1,2), 


的 解 ;又 设 FD 十 f(y,8(t) 是 方程 (41) 的 所 有 解 ; 则 z= p(t) 
十 古 [区 十 区 (是 (2 的 全 部 解 。 

证 明 是 容易 的 ， 留 给 读 省 作为 和 练习。 线性 全 加 诛 理 对 线性 方程 是 
有 有 普遍 性 的 。 以 后 我 们 还 将 提 到 ， 

例 1 求解 方程 


和 +3o=erl. (6) 
解 ”对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 是 Ce *, 而 (6) 的 特 解 是 
sece t+ 1)di= ef 人 所 4 十 二 ec 


-Lesi -i 
t+ 


故 (6) 的 通 解 为 


VW=e tert+ 地 -， 
其 中 是 任意 常数 ， 
下 面盆 以 这 个 例子 来 说 明 一 些 其 它 的 解法 。 
中 凌 全 微分 的 方法 
方程 46) 对 应 的 齐 次 方程 是 


-各 -+3z= 0D, 
往 上 式 了 两边 吕 上 ee” 得 
-Cerw) = 0, 
因此 ， 
ew = 
政 齐 次 方程 (7) 的 通 解 为 = Ce-*…， 
将 此 方法 用 于 非 章 次 方程 (8) 得 


-号 (exe) ef(ertI)， 


sim 一 人 ee 十 df 和 C, 


w= eIleer 1)dt+ 0 


1 1 


tat 
= Ce tt 人 


图 对 特 跌 的 非 齐 次 右 端 函数 ,可 以 用 待定 系数 法 ， 先 对 方程 


dr 
-可 二 3 人 


(7} 


找 形 如 s= he: 的 特 解 ,其 中 4 为 待定 系数 ,将 之 代入 方程 得 44+34 


=1 故 人 = 二， 所 以 


于 + 
下 | 性 三 es 


再 对 方程 


二 :ae 


找 形 如 4 =- 互 的 特 解 , 其 中 互 为 待定 的 数 ,得 3 如 =1, 旭 加 = 一 -, 记 以 


由 解 的 线性 释 加 原理 得 
故 (6) 的 通 解 为 
人 E+ ie + 去 。 
例 2 求解 初 值 闽 题 
ne (8) 
要 (0) = 1, (9) 


解 方程 (8) 的 通 解 为 
w=Ce ster|er(l+e™)dt 


= Ce t+ te 


其 中 C 是 任意 常数 ,由 初 值 条 件 (9) 得 1=C+ -二 ， 即 C= 荆 。 所 以 
初 值 问题 8) ,(9) 的 解 是 


» 3， 


$2 二 阶 常 系数 线性 方程 


讨论 如 下 形式 的 二 防线 性 方程 , 齐 次 方程 


dm dz 
t+ da tat=0, {1) 


与 非 齐 次 方程 


Pe 
Pt a yb， {2) 


和 韧 始 条 性 为 
w(t) = Wo, wt) = {5} 


其 中 Giveaoycoyan 都 是 实数 ， (ff) 是 已 知 曾 数 ， 


一 、 二 网 齐 次 带 系 数 线性 方 径 的 求解 


将 形 如 ex 的 解 代 入 (1) 得 特征 方程 
A?+ odt w= 0, (4) 
这 十 一 个 一 元 二 次 方程 ,将 征 根 ( 即 这 个 二 次 方程 的 根 ) 有 下 述 三 种 情 
沈 : 
(i》 两 个 相 异 的 实 根 4, 天 4A 
(Qi》 两 个 相同 的 实 根 14, ,14,,41= 4 
(iii) 一 对 共 辆 复 根 a+ ip,a- 18(C8 天 0)。 
对 应 于 这 三 种 人 情形， 分 曾 有 如 下 三 个 结果 ， 
定理 1 营 (1) 的 特征 方程 (4) 硝 丁 个 相 蜡 的 实 根 和 1,4,,4, 关 4,, 则 
P=Ceu toent (8) 
是 方程 (1) 的 全 部 解 , 其 中 CC, 与 Cs 是 任意 实 常数 ， 
证 首先 ex 与 ex 部 满足 方程 (1)， 内 线 手 炙 加 原理 得 函数 
(5) 也 是 (1) 的 解 . 其 次 来 说 明 (5) 二 (1) 的 全 部 解 ; 即 要 证 明 ,对 (1) 前 任 
音 解 (二 ,存在 常数 C, 与 Cs 使 
SH) = Ce + Cemt, 
将 方程 (本 改 号 为 
®» 8» 


曲 
de 一 《十 宙 ) de + v(t) = 0, 
即 
d /de(f) 
元 -证 (一 (PD) _ 1 st) )- h(E nd) )=0, 
da 
令 Y (FE) = — Awet), 出 有 工 yt) =0, 所 以 存在 常数 人; 
使 
yt) =- wf) = Cex, 
又 方程 (1) 也 可 改写 为 
d / def 
训 ( 苇 党 -htt) )- 4- Av(t) )= 


令 z(£) = doh -w(t), 则 有 -3 -42 (1) =0， 所 以 存在 常数 


Ci 司 


zf) = 和 从 -Amt) = Ciene。 
注音 到 
y 的 -xz 的 =( 2 的- he -人 (人 -ab) 
= (A,— v(t) : 
= Ce — Cient, 
因 之 ， 有 


r 六 


1 Ass 3 A 
Fl A 心 十 ;了 避 日 


P(E) = 一 
取 C= CA 4) ,Cs =/(A, 一 34.), 即 得 

wf) = Ce + ett, 
这 里 己 用 到 本 章 四 工 中 关于 一 阶 线 性 常 系数 方程 全 部 解 的 形式 之 娃 
采 ， 
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定理 2 车 (1) 的 特征 方程 (4) 有 两 个 术 等 的 实 根 A = 4,， 风 
w= {C+ Cle (6) 
是 方程 (1) 的 全 部 解 , 这 里 (与 Cs。 是 任意 实 常数 。 
证 与 定理 1 的 证 明 交 似 可 得 证 ,对 ({ 切 的 任意 解 gz( 区 ,存在 常数 
C; 使 


蔷 三 芋 一 4 = Cemt, 


秩 上 式 两 边 冬 上 e-4: 得 
-enw =C,, 
辟 存 在 常数 CC 使 etz 人 ft 一 Ct 十 CL » 即 有 
w= (CC + ODen, 
定理 3 车 (1) 的 特征 方程 (4) 有 两 个 共 罗 复 李密 =atf8，4,= 
a-idta0), 则 
w= (CO co Bt + C, sin Blyert (7) 
是 (1) 的 全 部 实 解 ,其 中 Ci,C, 是 任意 实 常数 。 
证 1” 上 时 特征 方程 (4) 可 以 写成 
A 9 0d+ (oat A)=0, 
店 可 将 原 方程 (1) 玫 写 为 
9 - zo e+e 十 有 十 二 0 
2 入 9=2e 即 =ecgy, 于 是 


9 AErYy + er =e"( dg +ay )， 


= aer( -+ uy )+ "( 十 < 过) 


=- + 20 oy )» 
只 而 (1) 可 以 收 写 为 
a 


er + 2a 时 + azg】 —20& (+ cy )+ entart+ By 
= 人 
即 
, dy 
E+ AY=0, 
3" 令 2=zSin 有 ii, 刚 
总 -sin pt+ z. "Peos i, 
9 = -和 Sin Pt + 天 ge "2 Beos Bt -zp sin pt, 
及 而 
dy 。 
+ PY = Esin pt + - 轩 ,9 eos Bt=0, 
、 也 ” 
诊 令 x= - 亚 -， 得 
sin pi+ ue2 8 cos Bt=0. 
两 边 飞 sin 及, 把 方程 写成 全 微分 形式 
te sin? PE1 = 0, 
于 是 
rr 1 
HW= Cs in Pe) 量 
即 
里 = Cle by Bi? 
其 中 Ci 是 常数 ,积分 之 得 
z= {C1 5 a9 


Tf 


其 中 Cs 是 常数 ,所 以 


y= 2zHN B= -与 cas Bt+C; sin Bt, 
取 C,=Cij8,C,= Gi, 得 到 
w= efgC cos Bi+ CC, sin BE), 

全 1 求解 方程 T3228= 0, 

解 ” 对 应 特征 方程 为 丰 - 34+2=0, 它 有 两 个 柑 异 实 特 征 根 如 = 
1 4 =2 所 以 原 方程 的 全 部 解 为 

=et+i+ Ca, 

其 中 忆 ,,C; 为 任意 实 常 数 ， 

例 2 求解 方程 人 二 27 出 一 0 

解 ”对 应 特征 方程 为 42+24+1=0， 它 有 两 个 相同 上 后 实 特征 根 
4 = 如 = 一 1, 所 以 诛 方 程 的 全 部 解 为 

z= {C+ Ct)et. 

例 $ 求解 方程 W281+5v=0,。 . | 

解 “对 应 特征 方程 为 修一 24+5=0， 它 有 一 对 共 堪 复 根 4=1 
二 2i, 加 = 1 一 2i, 所 以 原 方 程 的 全 部 解 为 

d= (OC, C08 2f+C, sin 2 1)et, 

局 一 阶 方 程 一 样 ,寻求 满足 方程 (1) 以 及 初 值 条 件 (3) 前 解 , 称 汐 求 
解 初 植 问题 ， : 

定理 4 二 阶 常 系数 线性 方程 (1)，(3) 的 初 值 问题 的 解 存在 且 唯 

证 ”由 于 方程 民 ) 的 特征 方程 的 根 有 三 种 情况 ,对 于 每 种 情形 前 面 
三 个 定理 务 别 给 出 了 全 部 解 的 表示 式 。 利 用 初始 条 件 (3) 可 以 唯 一 确 
定 束 达 式 中 前 常数 CC, 与 C, ( 留 给 读者 作为 习 古 加 以 证 明 )， 可 见 初 值 
问题 (1) , (3) 的 解 存在 县 唯一 。 


二 、 二 崇 非 齐 次 常 系数 组 性 方程 的 求解 


定理 设 政 {f) 是 相应 于 (2) 的 齐 次 方程 (1) 及 初始 条 性 
K(0}= 0,(0)=1 


s+， 


的 和 解 ; 则 方程 (2) 有 特 解 
g(t) = 上， K(t-s)f(s)ds, (8 
证 ”注意 到 


8 『 一生 时 -8) 


=ECOFOH + f(s) ds 


={ seen oe | . 


人 3) 


9 = 训 (O)7CD + fts)ds 


dK 
= D+ fs)ds, 


dK(Ct—s 人 区 人 一 5 
0 ED a ES 


tok(i-s)|f sas 
.=D 
即 5 的 是 方程 (2) 的 特 解 ， 这 里 用 到 玉 (ts) 关于 + 渍 足 齐 次 方程 
(了 ) 这 一 事实 ， 
关于 及 () 的 具体 形式 可 以 给 出 如 下 
. (i》 设 特征 方程 44) 有 两 个 相 蜡 实 委 4 ,机 ,4, 关 祁 , 则 


Ane ,lat 
K(f) = 1 (9) 


(五 ) 设 特 征 方 程 (4) 有 两 重 实 根 4 = 如; 刚 
K(fty=tetits 《10) 
(iii) 设 竺 征 方程 (64) 有 一 对 共 斩 复 根 4: = Gt+i 且 ,各 =C-i8(8 地 
《10), 则 


K(#)= -天 ec sin ft, (11) 


号 你 三 


以 工 结 果 请 读者 自行 证 是 。 
对 二 阶 非 齐 次 线性 方程 的 全 部 解 易 知 有 
定理 8 设 鱼 (为 (8) 所 定 关 的 方程 (2) 的 特 解 ，z.(f) 及 (2) 是 
在 特征 方程 (4) 攻 三 种 情形 时 分 别 对 应 的 解 (es ，el*t 或 es‘:，iesrt 或 
ent C08 BE" sin AB7), 则 方程 (2) 的 全 部 解 为 
二 与 好 (二 0 有 十 Co 人 十 天 (7 (12} 
其 中 CC 与 C; 是 任意 常数 ， 
例 4 求解 方程 。 ol -3w +20=1 
解 ”根据 定理 5 及 (9) 可 求 得 它 有 特 解 


这 = | [ee->- ee |as 


1 1 


ppt. 2 
2 -e+ se, 


疏通 解 为 。 w= Cier+ Coe*+ 到， 


实际 上 ， 可 用 待定 系数 法 即 比较 系数 法 求 非 漠 次 方程 的 特 解 ， 令 
5= 4(4 为 待定 常数 ) ,代入 方程 得 3 4=1, 即 4= 3-， 故 有 特 解 3= 


到 。 可 见 当 非 零 自由 项 ff) 取 特殊 形式 时 ,用 带 K(f) 弄 的 积分 计算 
特 解 一 般 说 来 较 繁 ,而 用 比较 系 孝 法 要 容易 些 。 

鲍 5 求解 方程 ww*+2w +w=e 

般 ”出 定理 5 及 (10) 易 求 得 它 有 竺 解 


至 = | (f— s)e-ti-re-sds 
总 


= 8-'] (t-s)ds 
= 二 te 中 
通 解 为 
w= (Cit Ce!+ te, 


* 3839. 


注意 此 时 若 用 待定 系数 法 , 则 假设 前 特 解 必须 是 4Pe-: 形式 的 


晒 数 (4 是 待定 常数 ) ， 也 能 求 得 4 = -二 ， 但 这 对 前 运算 不 见得 比 志 
K(f) 型 的 积分 容易 ， 
例 6 求 方程 2*+ aw =44sin et 的 解 , 这 里 oo, 人 4 都 是 正常 数 ， 
解 ” 它 的 特征 方程 为 4+ i= 0， 有 -对 纯 庶 根 如 =iou， ?= 
— lwo, | 


(i) 证 a 关 ao 由 定理 5 及 (11) 易 求 得 方程 的 特 解 


赣 = 人 全 s mt— sj A sinosds 
0 no 


-4 -1 | 
一 Wo {sy sintot- s)- 08] | 


- yinloet 5)+ 051 |} 


Ht 


4 1 , , 

iar Sin ott sin oot) 

+— .1 (sin of Si wt) 】 
3Dn 一 全 ) 机 1 


过 . 
一 - om at, 


所 以 方程 移 通 解 为 
z=, C08 wt + C, Sin ot+ ,sin af, 


加 一 0 
其 中 心 ,与 C, 为 任意 常数 。 
(ii) 设 o = oo 易 求 得 方程 的 特 角 


儿 = | - 寺 和 alt—~ syAsin ssds 


所 以 方程 的 通 解 为 
* 人 


v= 0 C0s af 十 《CSin ot— -cos ot. 
2 60 


此 例 也 可 以 用 待定 系数 法 求 特 解 ,例如 对 a 去 @o 情形 ， 令 特 解 取 为 形 
式 ; 2= 瑟 cos@t+C sin of， 其 中 召 与 C 是 任意 常数 , 将 之 代入 方 
程 ， 由 于 

= —0BsinattoC co art, 

c= 一 加 2 五 C08 ot -oC sin ot, 


所 以 
A sinwt=w" + a= — 0B cos ot -wm’C sin ot 
+023B cos of + oC Sin of, 
由 上 式 比 较 系 数 得 
B=0,A=C {0 0), 
遍 以 有 特 解 
一 A 1 
邮 二 Oa Nol, 


对 @= ae 情形 , 特 解 不 能 假设 为 Bcos of + sin wt 形式 ;因为 它 实 际 
上 就 是 齐 次 方程 的 道 解 中 的 形式 . 现 须 设 特 解 为 (BC05 of + Csin of 
的 形式 ,将 之 代入 原 疤 程 得 


1. 求 下 列 方 程 的 全 部 解 ， 

OD Rt Vo0s ot 
这 里 了 ,人 必 ,,@ 均 为 实 常 数 ， 

国 31itr 


轩 e+sints 


e dl， 


四 四 因 因 外 国生 的 的 自由 癌 国 四 国 息 的 出 昌 日 9 


EE 


D 


加 


名 
5。 


解 下 烈 线性 齐 次 方程 ， 
y+y' -2y=01 
y+4y +3Y= 0 
y"" -2 =0 

2y" -Sy +2y= 0 
yy += 人 0 
y+2y +1i0y=0 
y+4y= 0 
yy-2y +y=0., 

和 解 下 列 线性 非 齐 次 方程 
ym 2 BY= 6) 
+ 志 二 和 
Wy Y=2 er rs 
V+Y OY= re 
y" 31+2y=sin > 

| y'sinw: 
一 十 和 二 点 ie， 
I 2 十 范 昌 且 3 
y+tH= x sin 
i 
yr — Sy 一 和 2 十 3 了 


用 常数 次 易 法 求解 下 列 方程 ， 


J} 二 
+ 站 = 一 


1 
i fF -+ 、 
y+3y' +2Y= Ber]! 


局 开 


地 


yi 207 + Y= 


yoy +y= Be Tv f+, 
求解 下 列 方程 的 初 值 问题 ， 


» 


11 中 


wn i 


3 ry=0, Y(2)=1, y'(2)= -2, 
ytH=407, yD) =4, yO0)= ~ 8 
yy =2e, Y= -1, #1)=0; 
y+2oy +2OY= we:, yO0) = yt0 =0., 

6， 详 明 怎 样 的 0 上 与 如 使 方程 y+ oy + by= 人 0 的 解 忆 有 下 刑 特征， 

全 所 有 约 解 当 xw>+ oo 了 时 都 赵 于 替 ; 

多 所 有 的 解 在 整个 实 轴 -~ ee<z< + co 上 都 是 有 她 的 ; 

国 至 少 有 一 个 解 #(2) 甘 0, 当 Y 一 + 时 趋 于 零 ; 

@ 每 一 个 解 (y(x) 寺 0 除外} 的 纺 对 值 从 共 个 + 江 靖 都 是 单调 递增 的 ， 

辐 每 一 个 解 都 在 x 的 无 究 点 集 上 为 零 。 | 

7。 对 于 怎样 的 志和 名 ,方程 9 +R2= sin o 至 少 有 一 个 周期 解 ? 

名 。 式 出 认 程 Frarthr-ainot 的 周 撞 解 、 

9.。 设 函 数 1) 是 周期 为 8 的 往 绿 沙 数 ,让 朋 微分 方程 

a 

当 8 闫 0 时 有 且 仅 有 一 个 周期 为 @ 的 解 ,并 或 出 它 的 宸 达 式 、 

10。 设 函数 天 好 在 区 间 = 之 1 之 +o0 上 连续 , 试 束 征 分 积分 放 程 
酉 工 
dt 


的 全 部 解 ,并 给 出 确定 唯一 解 的 初 值 答 件 ， 


SE 


时 四 
sp T+), 


+ Ort)+ [zds = 上 (及 


33 1 阶 常 系数 线性 方程 


一 、 下 阶 齐 次 常 系数 线性 方程 的 求解 
现在 考虑 如 了 :的 方 和 
LL 0) = + 对 全 十: ta {1) 
这 里 Hoyt st 1 都 大 实数， 将 形 如 [Sd 的 解 代 入 {1) 得 
Clr +t Ad +t 0) = 0, 
从 而 有 


ACANDSAnr ta d= 0 (2) 


它 蚌 姑 钦 代数 方程 ， 称 为 微分 方程 (了 的 圣 在 方程 。 根 据 妈 次 代数 方 
程 的 报 的 分 布 ; 可 以 设 (2 有 了 个 不 同 的 实 根 让 ,Hp ,…，4;， 它 们 的 重 
煞 务 别 汶 刀 ,Ns,… ,NN;， 还 有 万 对 不 同 的 共 罗 复 要 wo 十 1 有 ,ao 士 1 ， 
GR 土 iBK, 它 们 的 重 数 分 别 为 厌烦 ,fx， 且 
条] 十 类 tt H+ 2 + 
定理 1 车 特征 方程 (2) 有 有 上面 假 设 欧 特征 根 的 分 布 ; 微 则 分 方程 
(1) 的 任意 一 个 实 解 均 可 吉 示 为 
w= P(ent +r. + Py(fyes 
+ {Qo0s BE+ RSin Pf)estt. +t 
+ (Ottycos Bt + Rit)sin Bt Yen, (3 
其 中 Pt), Ptt), 四 已 是 次 数 分 如 为 Hi 1 名 :一 ly es 
# 一 1 的 实 系 数 儿 项 式 , 和 (和 利 乓 (站 全 =1 3 ) 大都 是 Mr 一 1 次 
实 系 数 包 项 式 。 . 
证 我 们 仅 就 最 简单 的 两 种 情形 加 以 证 明 ， 一 般 请 形 的 证 明 留 给 
读 考 自行 完成 。 
第 一 种 情形 ， 设 特征 方程 42) 有 # 个 不 同 的 实 特 征 根 上 只， 
Hns 
1” 设 特征 方程 (2? 有 如 下 的 因 式 分 解 式 : 
AYSAr tA At = A Alt 


thaAtdb) 
即 有 
Bs 1 三 上 ns Go 
a = bo Dn Hy = = Bolns 
里 
dm dw dz 
Louw df 1 三 开 十 十 Gd At s, 
n=i N= 2 
Ln + [2 4 二 re 十 b+ bor. 
著 t (四 具有 有 4 阶 连续 学 谓 数 , 则 


元 -1 (等 - 一 tht) 一世 of。 


到 这 


事实 上 有 
(车 - 一 pn) 
=- 和 (全 民治 5] 十 好 n-1 二 (等 一 Hom 十 


d r dw de 
+ ora (oF Hn )+ a of un) 
de dr-? 
二 可 -二 【Ps 一 上 9 1 + 3 一 一 Baaltn) -3 
dm 
Ft ho Pan) HE + ~ bonin)® 


= TF Ast 9 十 +- + 如 二 Lm, 


2 =1] 时 ， 定 更 成 人 并; = 2 时 定理 也 成 立 。 对 一 般 的 ,用 数 
学 归纳 法 ， 设 定 更 对 一 1 阶 方程 成 立 ， 要 证 对 *#* 阶 方程 也 成 立 。 


设 ci) 是 Luz= 0 的 任意 一 个 解 , 车 置 4 的 = 2 所 -zkb， 则 
工 -3( 切 二 0 后 一 方程 的 特征 方程 是 

让 = jz: 二 再 ha 十， 十 已 4 十 可， 
它 有 特征 根 上 密 定 王 的 铺 论 铝 道 存 在 常数 CC:， * 


(Lv-: 使 
yt) 三 人 1eeat 二 人 En 十 :+ 十 CC ie 
因此 ， . 


dat) 一 如 他 = Cer t+ Ce 二 + Ce 


上 或 两 边线 上 er"t 得 
EL 一 一 一 6 人 ) 二 C eu 二 rs 十 Ce 


即 


teiott 加 | 二 人 et 二 Ce Bn sy 


a . * 46 * 


故 存 在 常数 Cs 使 
evap{ty = Cot ea) te OB 
这 里 Cr=CAE 一 rn) (i=1,2,… ,如 -1), 因 此 有 
tf) = Oe Oe nner , 
即 证 得 定理 对 1 阶 方程 也 成 立 . 
第 二 种 情形 ， 设 将 征 方程 (2) 有 特征 根 4， 它 的 重 数 为 %。 又 设 


zt) 是 上 ,w=0 的 任意 一 个 仍 ， 令 YD 一 -jw(t)， 与 第 一 种 


情形 证 明 类 似 可 得 


Le(t}y=L, yt). 
定理 对 = 1 与 %=2 情形 成 立 , 可 用 数学 归纳 法 证 定型 对 任意 #8 成 立 ， 
证 定理 对 六 一 1 成 立 * 即 存在 常数 CC 使 


yf) = 人 p(t) = (CI 二 基于 十 人 -ext 


两 边 节 上 er 得 


[te et DD Hb) )= Ci+tCt+ ibid 十 Liao 2 


-eect) = 人 十 CC 十 十 人 0 
故 存在 常数 Ci 使 


Ga 人 
已 -人 人 = 二 人才 十 C 


2 将 ~ fn-l 
十 十 元 一 1 3 


因此 有 
wt) 二 《CC tt 十 .…， 十 Cf en, 


其 中 Cr=C /一 1) (GG =2,… ,4), 套 定理 对 如 阶 方程 世 启 立 ， 
例 1 求 微分 方程 
3 - 2 3 -- 对 +2a=0 
的 全 部 解 ， 
46 。 


和 解 ” 特 征 方程 是 所 -2 一 +2=0, 特 征 根 是 2, 1，- 1， 并 且 都 
是 单 重 祖 ， 由 定理 1 得 微分 方程 的 全 部 解 是 s=Ce*t+ Cer+Cye-', 
其 中 CsCs 是 三 个 任意 常数 。 

例 2 于 微分 齐 程 


dw 
+ 0 
的 全 部 解 ， 


解 特征 方程 是 各 + 1 0, 等 征 报 为 一 1,- 汪 +51, 和- 
~ 和 ,并 且 都 是 单 根 , 由 定理 1 得 方程 的 全 部 解 是 


w=e + (Cscos 3 + 人 Cs sn je ， 


其 中 局 ,CosCs 是 三 个 任意 常数 ， 
例 3 求解 初 入 问题 
入 -3 和 +3 攻 -2=0， 
0) = O02= 0, E60) = 1, 
解 ”特征 方 程 是 4 一 3834?+34 一 1= (4 一 1=0, 它 有 一 个 三 章 根 
1, 由 定理 1 得 方程 的 全 部 解 是 
w= CO tot+ Ct ye:, 
其 中 CCs,C, 是 性 意 常 数 . 由 三 个 初 民 条 性 得 
w= C=0, OD=O C=0,20 = C+2C,+2C0=1, 


所 以 C1= 0,C: = 0，Cs= 到 ,所 要求 的 初 值 问题 的 解 为 
1 


T= te, 
例 4 求 微 分 方程 
+t 十 名 -3 + 下 = 几 


ds 


的 全 部 艇 。 
. 解 特征 方程 十 就 +242+1=0: 风 (各 二 1 一 人 用, 故 特征 报 有 两 个 
4 二 i, 有 = 一 i 且 都 是 两 重 报 ,出 定理 荆 得 该 方程 的 全 部 解 是 
w= (C+tOtcost+ (C+ Ct)sint, 
其 中 避 C2, ,C4 为 任意 常数 。 


二 、 代 阶 非 齐 次 常 系数 线性 方程 
现在 考 虞 忽 阶 非 齐 次 常 系数 强 性 方程 


n-ly 


Lv = 3 十 dtr t+ A 十 om = ff), (4) 
其 中 @0 sa,6;， “sl 莉 是 常数 ,了 (站 在 开 区 间 (a， BB) 内 是 已 知 的 连续 


男 数 ,关于 ( 恬 的 特 解 ， 有 如 下 结果 ， 
定理 2 设 下 (是 (4) 对 应 的 齐 次 方程 (1) 的 解 ,并 且 满 足 初 值 条 


性 
KR(0) = 让 (的 = 一 下 -0) = 0 下 mnDf0) =1, (5) 
则 
s(t) -| K(f s)ftsyds (6) 
是 非 齐 次 方程 (4 的 解 。 


可 证 明 与 上 节 定 理 5 药 证 明神 似 ， 故 轿 去 。 
(4) 的 特 解 表达 式 (6) 蚌 由 82 中 二 阶 线性 非 齐 次 方程 的 特 解 公式 
类 比 而 得 的 .同样 对 线性 非 齐 次 方程 有 
定理 8 线性 非 齐 次 常 系数 方程 (4 的 全 部 解 是 
(上 = p(t) +| KG-s)f(sds, 


其 中 由 (四 是 (4) 对 应 的 齐 次 方程 (1) 前 全 部 解 ， 


例 5 求 微分 方程 ” 


3 2 
lt (7) 


的 全 部 解 。 
解 、 对 应 的 齐 次 方程 谋 是 例 1 中 的 方程 , 它 的 全 部 解 是 


ws 


nt) =C e+ Ce + Ce :, 
首先 求解 初 值 问题 
这 dK dK 


2 Hd +2K=0, 


K(0)=0, KC0)=0, EO0=1, 
其 由 初 值 笨 件 可 得 代数 方程 组 
0= KY= CC +O + CO,, 
et =20C.+C.-C,, 
1= KO0)=14C1+C, +C,. 


解 这 个 方程 组 得 

C= C= 一 Cs- 让 
故 

EK(E) = 3 82 一 e+ Fe 
代入 特 解 公式 得 


| Rt— syftsyds 
a 


£1 1 ~ | - 
二 ap +e-*:)ds 
| [a ze 十 oe 【十 名 *) 


= ex( - 3 e ”1 六 ) + er (et 1) + Ee ‘(el) 


3 个 


特 解 为 、 一 -+ 证 te-'。 持 以 (7) 的 全 部 解 是 
也 = 人 ie 二 Tec Cose + 元 十 -tere。 


» 9 


实际 上 ， 8 2 中 已 经 用 过 的 符 定 系数 法 ,在 阶 情形 也 可 以 用 来 
求 特 解 。 对 本 便 , 将 方程 (7) 分 成 两 个 非 齐 次 方程 


dm 

-2 和 -时 261 (8) 
dm 2 

dE 2- 和 20=e (9) 


对 方程 (8), 设 特 解 形式 为 zi= NEN, 将 其 代入 (By 将 


244=1， 即 4= 去 玻 &i= -。 对 方程 (49) ,因为 -1 是 齐 次 方程 的 
特征 根 ， 设 特 解 形式 为 peer 其 中 如 为 待定 常数 .注意 到 


2 
de = Be: ~ Bte™:, 和 和 = -2Be™'+Bte™, 


= 3Be-:- Bte-”, 


将 这 些 代 入 方程 (9)， 
(3Be :~ Bte:ty— 2( ~ Be + Bte-') 
— (Be :- Bte +2 Bie =e 


得 如 = 必 ， 歼 z= 下 fe-。 由 自 加 原理 得 (7) 的 全 部 解 为 


= C+ Ce + Ce t+ 1 Et et 


2 
全 6 求 微分 方程 
名 二 2 全 十 一 2C08¥ {10) 
的 全 部 解 。 


解 (1 所 对 应 的 齐 次 方程 就 是 向 4 中 的 方程 ， 例 4 中 的 方程 全 
部 解 是 
oi)= (C+ Ctcos tt (Cs + Ot)sint, 
其 中 CCs,Cs,C 是 任意 常数， 
对 (10) 求 特 解 , 洁 用 公式 (6) 则 比较 复杂 ， 现 用 待定 系数 法 来 求 特 


中 6» 


解 ， 因 为 此 时 510) 的 右 端 非 齐 次 项 
2C0S2 = 了 +C0S 2 

是 属 拟 多 项 式 形式 ， 

er P(t)cos Bt + QE)sin Bi), 
其 中 (四 ,人 @( 四 分 到 为 的 1K, 次 多 项 式 。 先 对 有 端 为 (=1 
的 方程 , 令 特 解 #1= 所 ,这 里 肌 为 待定 常数 ,将 它 代入 方程 得 4= 1, 故 
zi = .然后 再 对 右 端 函数 为 f() = cos 2 的 非 齐 次 方程 , 令 畦 解 必 = 
Bcoa23t+C sin 2+, 这 里 如 ,C 为 待定 常数 ， 注 意 到 


2 Bsin2t+2C co:21, 
3 

dy Boos2t-4C sin2t, 
名 
$e =8Bsin2t-—8Ccos2t, 


日 4 。 
di = 16B cos 2 1+ 18C sin 21, 


将 其 代入 方程 ， 
(18 Beos t+16Csin2D +2(—- 4Bcos?2t- 4C sin2t) 
+ BesotrCsin2f)= co082t. 


可 以 求 得 B=1/9,C= 0, 即 加 = 二 cos 2t, 
因此 方程 (10) 的 全 部 解 为 


w= (CCC08t+ CC +t CISInt+1+ 二 cos2t 


相应 于 非 齐 次 方程 右 端 自由 项 的 各 种 情况 ， 所 取 竺 解 的 形式 归纳 
如 下 ; 
全 若 了 (=erP(D) ,其 中 P() 是 1 的 最 高 次 数 为 0 的 密 王 式 ， 
则 方程 的 特 解 为 
Dt) = et A Ee, 
其 中 双人 四 是 上 的 最 高 次 数 为 1 的 儿 项 式 ， 且 该 密 项 式 的 系数 均 是 待 


"561.* 


定常 数 尖 为 特征 方程 (3) 的 杠 < 的 重 数 ; 当 ex 不 是 (2) 的 根 时 ， 我 们 规 
定 此 = 0。 

加 着 了 DD =er 人 LPO) cos Bi 或 了 (有 = 名 开间 起 sin B81] 其 中 
PO ,多 (为 的 最 高 次 数 为 4 的 多 项 式 , 则 特 解 有 有 形式 

mt) =er TA)eos Bt+ Bi)sin BtI, 

其 中 有 A( 了 ,Bt) 均 昌 1 的 最 高 次 数 为 好 的 多 项 式 , 旦 它 的 系数 均 是 待 
定常 数 ,为 特征 方程 (2) 的 根 a 土 8 的 重 数 , 当 a 土 i8 不 是 特征 根 时 ， 
规定 天 = 0。 


$4 于 阶 常 系数 线性 方程 求解 的 运算 子 法 
和 拉 普 拉 斯 变 模 法 


设 以 记号 司 表示 求 导 的 运算 , 即 定 义 


a dm 
D-DDe 


其 中 z = z(t) 是 一 个 可 第 函数 ,今后 称 DD 为 (微分 ) 运 算 子 (简称 算 子 )。 
我 们 还 可 以 逐次 定义 


Dw=D(Ds) -3 区 
站 si = DiDw) =-， 
Drw= DD's) -32 
一 般 地 ,如 果 P(i = 3 ij 是 4 的 常 系数 为 次 宪 项 式 , 则 定义 
2 给 寻 了 
PUDis= BoDe=Bodr: 


2 


其 中 xf( 昌 是 具有 % 阶 导数 的 函数 ,形式 地 记 
PD) = DaDs, 
0 
于 是 + 阶 常 系数 线性 微分 方程 可 记 为 
POD)s=f 0). (2) 
现在 我 们 给 出 一 些 关于 算 子 的 运算 的 几 个 定义 。 
定义 1 设 P(D) 和 QCD) 分 别 是 2 阶 和 轴 阶 多 项 式 运 算 于 , 定 
义 两 个 运算 子 PCLD) 和 (DD) 的 和 为 ， 
{PCDY + QD REPCD)Y eG + QD)s, 
定义 2 设 PCD) 和 LD) 分 别 是 # 阶 和 汪 院 多 项 式 运算 子 , 定 
义 两 个 运算 子 PCD) 和 @(D) 的 积 为 ， 
1P(D)QCD)jz= PCD){QCD)z)。 
若 Da= Adf)， 则 se= | Fi, 记 为 了 =- 方 GD)， 可见- 方 - 即 为 
积分 算 子 。 
定义 3 设 了 P(D) 是 有 阶 多 项 式 运 算 子 ,定义 运算 子 PP(D) 的 道 
为 严 ( 方 -， 它 使 得 万 - 方 ; 六) 是 一 个 函数 ， 经 过 运算 子 PCD) 作 用 后 
还 原 得 广 (的 , 即 有 
PD){pehy tt = Fo)， 
显 见 
v= py ft (3) 
是 (2) 的 一 个 特 解 。 下 面 给 则 一 些 运算 于 的 性 质 。 
性 质 1 阁 局 (4),@Q(D 和 民 (N) 是 次 数 不 大 于 的 儿 项 式 , 并 且 
(D+ 和 (42) 二 RC4), 那 末 对 于 具有 各 阶 导数 的 省 数 名 () ,成 立 着 
PODIv + QCD)YGERD) ES, 
它 的 证 明 是 显然 的， 但 是 要 注意 的 是 二 述 等 式 的 适用 范围 是 世 附 


可 补 阔 数 ， 
俏 如 ，(3+ 如) (4 一 A2 兰 呈 上 2 所 这 


* 53 站 


{2+ DIOwt (D- DYr= De 2 7g, 
它 仅 对 上 共有 二 阶 导数 的 函数 成 立 。 
性 寺 2 党 P(t 力 和 人 @( 轴 0) 的 次 数 俘 别 为 如 和 党 , 那 未 对 于 具有 9 
阶 连续 导数 的 沙 数 jg 全 ) 成 立 羡 
{POD)QD) z={QD PD)) ag, 
证 讨 PC = 闷 asA!, Q(D) = 局 2 网 
{PDQCD) v= PD {QD sv = PDYT 己 6Dse] 


趴 drm 而 弄 dr 
-PD) {Bw] -加 D(a) 


nn m 过 

二 .1 一 
= Sa a 
ba 


nm nn 未必 3 | 
-D(a De) 
= QDHAPDYE} = {QD PD) Jr。 
性 质 83 若 P( 和 ) 是 有 次 多 项 式 ,z{f) 具 用 阶 导数 , 那 末 
{iy PtDye*=P(a)es 
(iiy PDLerwtt) =e" PCD tas) 
(ii PDYsin of =P(- 2)Sin ot, 
到 (万 ?50S ot = Pe- oo)cog mt, 


证 (i) 易 证 Dle")==ae*!, Di(ert) 三 ter(j 为 任意 正 刘 数 )， 矿 
有 PtD)er:=Ptlayer, 


《六 ) 因为 Dteriw (7)) 二 号 (emt)) = tesimget} + er ED. 
=29(D+O)w(f) ,用 数学 归纳 法 可 证 ,对 任意 正 整 数 了 成 立 
Ditestgtt}} =er:tD + Aw }, 
因此 ， 着 PCD)= 写 asD， 则 


PlDY (esiw (D))= aD! (ew(t)) = 总 aertt D+ ayiw (ty) 
下 = 
=e"PD + owtt), 
要 S44 和 


(iii) 证 胃 国 给 恋 者 作为 
当 方 程 (2) 攻 天 端 Ft) 取 一 些 特效 形式 时 ， (2) 的 特 解 六 (可 以 用 


算 子 解 沁 如 下 来 出 ， 
1” f(D =e', 有 是 PCa) 关 0 时, 那 来 


#0) = phy "Ply" 
2° (EY) =e"', 且 . Pin) 一 Pi(ay = = Puy 二 0， Pria)A0 时 
( 即 4a 是 大 重 特征 根 时 ), 那 来 
me 1 站 Frest 
(4) = 万 7 万) et = PRAay 
事实 上 ， 
frest 1 , 
oP ron ptD+ ot 
eat Pa) 门 | 
二 Pta) | kl tn + }=e 。 
这 里 利用 了 下 述 关 系 式 : 
tx} 
Pl(D+o) = Pla) + PIMD+r+ + Der- 
ti 
二 P ” ‘a) D+ » 


3 方程 PCDYw= sin wt( 或 CoS wt), 又 PL 一 0 ) 才 0, 那 末 
1 
5= pr 了 Sin or (或 pcs 0s ot ) 
吉 实 上， 
2 1 。 1 . 


1 


又 = piss Po)sin ot = sin ot. 


i 2 
PCD9 EC eos at)= pr aseD ) eos of 


» E56 » 


-万 (0 8 00s wt = COS at 。 


4? 方程 PCLD*)w = sin ot (或 Cc08 wo, PP(- 0)=0, 8 PA)= 
(全 十 加 人 ( 和 ) ,入 -wm ) 闫 0, 那 末 


1 tr 
(es Re | ew caiayri). 
5” 六 程 了 (D)w= eriytt), 那 未 


$= erprp add), 
6” 方程 PCDYw = a(t)sin wt (或 (tf) cos mt)， 则 


s=Im| poy euct) K 或 Re | Elet 反 KE) )). 
?” 方 程 POD)z =tr, 目 P00) 关 0, 那 未 


名 -=p tea (C+ CD+ +CD)P = Qo( DE, 


其 中 


PN = tA+. + + CsriaAttlt ee 


QD CC Ds. 十 Da 
8” 方程 PCD}w=#, 若 已 (0)=0， 且 0 是 也 ( 衫 =0 的 Ff 重 根 
了 (DD = QW ,人 Q(00) 尖 0, 那 末 


5= 方 [ro]- 上 上 多 dd 


7 次 
例 1 v= 8 
1 
解 Trl De. 


6 。 


例 2 2 二 Cos 2 


~ 1 、 _ 1 
解 主 一 并 2032 = 3 C0S 2 
例 8 mm + et, 


1 i 1 
DopDiiSte -5p DT 


ee 


例 4 多 /一 全 区 /十 区 一 et 
第 现 P6D)=D:-2D+1,Pi1)= 090,P'(1)=0,P’(1)=2, 


解 国 


= bet 


2 
$= TD = pHse'= 2 te, 
例 5 wt 人 = COST 
和 解 PDD= Dit1,Q(—1)=Q(-1)=1,r=1, 
代 公式 得 


~ 1 1 ， 

5= piest= Oy) Re [e: ‘ar | 

Cost+isint 
21 


=i Re )= tsint, 


另 有 一 种 解法 。 作 复 解 z= 瑟 二 je, 则 =Re z, 而 


一 1 1 二 1 一 1 2 
3 tT (ee 万 Ti le prap’1 


’ * BT?» 


-“ 击 吉 人 于 遇 :各 )- 


= 


所 以 1 
w=Rez = tsint, 

例 6 部 十 生 十 玉 十 让 一 Bt 

解 PD)=D3+ Dr+D+1,P(-1)=0,P(-1)A0. 
于 是 

名 = 并 et = 5 一 全 一 e- 

PCD) (一 了 3€—1)*+2¢—1)+1 

例 7 ww 十 十 站 Sin 


解 作 复 解 ” z= 一 js 三 万 了 6; 则 名 =Im z, 而 


二 1 下 1 1 -已 下 
270DTI (DIT Ditil D+r1® " 1 | 


= ri [re i- 和 | 


=- Dri(iri )- Tr (Dr ) 


一 让 et ‘ [prisip*! ] = 二 re 一方 ;Drai 1 ) 
1 
tw 1 21, 
= T+ 万 (一 寺 1) 


-直击 (二 得) 


Te 2 1 )= -ir 2 红 = 7 


1 
。 。 
= (~1-iDcost+isint), 
sg=Imz=— (cot+ sint). 
例 忆 wr += C03 2 
和 解 ” 作 复 解 
1 J 1 
名 三 Di+1 (Ff e2) -es| -Di 
了 
Fat 1 3 
= "DT 4iD- st|= ee 一 Tray] 
3 
1  ，， D+4iD 
=--8 * 1+ 3 一 二 
4 
=- f+) 
所 以 


并 = 了 Re z= -4(tcs2t -sin 24) 


4 . 1 
= sin28*~ gt os2t, 
例 9 vi+w=tet sint. 
和 解 ” 作 复 解 
-1 {it = ellitt 1 
ze TDI 


as 69"* 


1 
ti _ _ 
ee TIoIror DD 


| 1 十 2 
一 GlITi) J-. 一 
eT ‘| 1 SOD 所 
1+21 
2U+DDID 
= et 2 _- ，。 
= 了 于- 1+2i 直 


31 直入 
ti + 2 
° Ti I+2i 


1- 2i — 2+141i 
iti -一 一 一 一 一 .一 一 -一 
台 ‘( 5 t+ ), 


25 
所 以 
放 二 m2= eld 10t)cost +( -2+5t)sint]. 
例 和 0 2 一 0 = 
解 
和 = 六 CD 
Da-DY) 大 
1 LY? 
=- Di- lid=- -a 


二 、 拉 普 控 斯 (Laptace) 变 换 法 


先 介 绍 一 些 拉 闭 拉 斯 变 搞 的 基本 概念 与 性 质 。 

定义 设 丁 数 了 4) 满足 下 烈 条 和 件 : 

(i) 1t<0 时 f(t)= 0; 

(Hi) fs0 时 六 划 及 产 ( 归 除去 有 限 个 第 一 类 间 斯 点 外 处 处 连续 + 

《证 》 存在 常数 MM 及 5 之 0, 岳 得 f(D Me" :0<t<o0o)， 则 
下 列 责 式 则 时 成 立 


FS) = 本 etf tt)dt (Res>S,), 
下 十 站 oo 
Da FCsJe'ds (CaS,) 


* 和 = 


此 时 称 (5) 为 站 的 拉 兽 拉 斯 灾 换 , 记 为 
Fs) = LCF)], 
出 称 (2) 为 C8) 的 拉 兽 拉 斯 送 变 淡 , 记 为 
Ff = LF(S)1 
还 称 尖 ( 四 为 原 函 数 ， 有 03) 为 像 函 数 。 
拉 普 拉 斯 变换 具有 下 列 性 质 : 
LLaf tft) + Oa) = AL I+ biLted, 
(ii 设 wo= 0) ,50 = (C0) DD = wD(0), 
ta 卫 [2 (ED 了 = SLL2(t)1— Yo, 
Liew’'(t)1= s:L[Iv(t)1 ~ sto— ms, 


A 39 瑟 [Er 的] 一 5 -10 一 S 0 一 
0" oD, 
(ii) 设 4 为 任意 常数 : 则 
(s+a)= Le fo), 
用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 方程 及 初 值 问题 是 很 有 效 的 ， 
用 拉 普 拉 斯 灾 换 法 求解 的 步骤 如 下 ， 
《i 对 方程 两 边 施行 镁 普 拉 斯 变换 ， 使 关于 未 知 证 数 # 的 方程 变 
为 关于 像 画 数 六 (8) = LL[w( 拉 ] 的 并 数 方 程 ， 
《i) 解 关于 至 (3) 的 代数 方程 , 查 表 求 原 像 2()( 常 要 用 部 分 分 式 
化 简 后 再 覃 表 )。 
上 述 拉 普 控 斯 变 挠 的 性 质 是 易于 验证 的 。 下 面 仅 举 其 中 几 个 为 便 
加 以 说 明 ,其 余 留 给 读者 作为 力 可 ， 
先 证 性 质 (ii)， 由 定义 得 
过 工区/ 让) 了 二 | ertt yd, 
分 部 积分 后 ,上 式 右 边 为 
em(ty 网 一 { wc) de 
= wt} + sj witye dt 


二 站 。 


= sLLzt) i- v0). 
再 证 性 质 (ii) ,出 定 尺 知 
Lre™f(t)]= 人 e-rte-nt ft)dt 


= J eerarfet)dt 


=F(ts+ay, 
著 /(4)=e, 则 Lres]=| everdf= sse | 
站 个 一 了 | 
1 __1 
= -a :PB F(tsY) = a" 


又 车 f{) = sin at, 则 L[sin at] = [ew sinat dt 分 部 积分 后 ， 


易 知 上 式 右边 为 汪 ar 则 不 (S) = 5 


例 11 求解 初 值 问 题 
人 十 38 +=B 
《03= 00) = 0, 
解 记 天 (3)= ZL[w(t)j, 在 方程 两 边 施行 控 普 拉 斯 变换 ,得 到 


1 


SHS) 4 SH (SY) Et HAS) = sri? 


所以 入 (s)= -0s , 查 表 得 z(b= -tf*e-'。 实际 上 ,通过 控 氏 变 
痪 只 求 得 一 个 特 解 。 一 般 地 , 原 非 齐 次 方程 的 全 部 解 为 
wf) = C4 Ct)e™! + 让 - 
其 中 C, 与 C: 为 两 个 任意 常数 。 将 初始 条 件 代 入 得 
0=2(0)=0, 0=8 (0) = Cs 
这 样 ,我 们 用 拉 攻 变换 求 得 的 解 2(1) = 元 tie-* 就 是 原来 的 初 值 问题 
的 解 , 而 不 仅仅 是 求 得 了 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 。 
"。 62 。 


例 12 求解 初 值 问 题 
人 32'+ 3= 1, 
(0) =0 0 = 0) = 0, 
解 记 六 (5)= 工 [w(t#)], 在 方程 两 边 施 行 拉 普 拉 斯 变换 ,得 到 


(ss+3s2+35+ 了 车 (5)= 一 一 ， 
解 得 
1 过 B C DE 
RS) = tly = + srl tri)” + Cet1) 
Atst1)+Bs(s+1) Css + D+Es 
5S(S+ 1)? 
因此 有 


1= A(s+1) + BSS+1)*+Cs(ts+1)+ Es, 
邻 5=0, 得 可 = 二 令 5= 一 1, 得 互 = -i 项 5 的 系数 0=A+B， 所 
也 请 = 一半 = -1 又 令 5=1 得 
1=85A+t4B+2C+E=2C+3, 
解 得 C= -1, 故 有 


i 1 1 1 
这 (5)= § ~ s+1 (s+t+1): YY (s+1):? 


还 原 得 


vt)=1-e t-te ~ 计 e 


=1— 二): 


例 13 求解 s+w= sint, 
解 令 w(0) =0,c0) = 0, 将 方程 两 边 施行 拉 民 变换 , 记 二 (3?= 


工 [e( 鸭 ], 则 得 
8 人 (35) + 天 (3)7 = i 


解 得 


X(s)= 1  _ 4 BSA+C _ A(s+1y + Bs +C 
《有 + C+ ， 
故 有 
1=A(s:+1)+ Bs+C, 
令 5=0, 得 1= 有 + 人 CC} 令 53=1, 得 1=24+B+C; 3 项 条 数 4+ 召 


1 Ll 本 
二 0 不 入 取 刀 = pi B= 2 7 C= 5， 均 有 

1 ,1 

本 3 1 1 
(5) = {s+ 1) + (35+ 1 2 (s+ 1) 
__1 (s+— 1) 

2 (st1)*? 

还 原 得 初 值 问题 的 解 


pf) = 地 sin 1 二 cost. 
汶 了 求 康 来 方程 的 全 部 解 ,我们 看 到 刚才 求 得 的 解 是 方程 的 转 解 ,不 包 


含 在 齐 次 方程 通 解 中 的 解 是 - -# cost， 而 齐 次 方程 的 通 解 为 
Ccos t+ Cs sint, 所 以 全 部 解 为 


v(t) = Ci cost + Co sint Ht cost, 


其 中 CC: 与 CC 为 二 个 任意 常数 。 
例 14 求解 初 值 问题 
mtw= nt, 
(0 =0, i (0)= 1。 
解 ” 本 是 的 初 值 不 同 于 前 题 。 设 到 (3) = [w(t#)], 在 方程 两 边 施 
行 拉 氏 变换 得 


1 


5 人 (3) STH0) -HO0)+ ES = TT 


艇 得 
» Ba 


{35:+1)X(s) = 5 十 1， 


即 有 
1 1 
式 15) 二 (ort sit+1 
1 _ 工 yy， 1 
-2 十 2 S12 1 
s+1 (s+ 1): s+1 
3 1 
-二 一 -一 -] (ss 1) 
= 2 ,\ 2 7 . 
5S: 十 1 (s+ 1» 
还 原 求 得 初 公 河 题 的 解 为 


3 ， 1 
wt) = "3 Sinti- -ot cos 了。 


可 是 


1， 求解 下 列 线性 齐 次 方程 ， 

Dy -8y=0; 

国 + = 0 

[ey 和 一 和 oh 人 + 

@ yO +rO =O 

ytr2y ty 0 

Bt I= 0 

DD yy +ty= 0 

yy -5 +4y=0 

y+By "+1i6y’'=0) 

@ yy +2y= 0 

四 29+da +BY=0, 

2。 求 锤 下 列 初 肖 问题 ， 

D yy =0, yO =3, VO = 一 1，3 0) 1 
By 2 em, yO0=0, yO = -8 YAO = 3) 


+ B65 * 


BOT =200s Fr, yO0)= -2, 0) =1 yD =U""0) = 0. 
3， 建立 具有 给 定 和 好 的 时 下 [能 是 本 丰 的 ?级 入 江 区 广 
全 y= 697058 rs 
的 =xe7cos2r 
=x0, y= ea 
二 x, la= Sin 了， 
4， 解 方程 
VM tO 
5， 求解 下 济 方程 ， 
DOrDI+D+tlr=tety 
名 CDit Dt Dr)r=c0s 1+ cos dt 
@ (Di:-5D+8D-4)r=ert+26+3e ty 
@ (DD-1)z=1-3) 
Dt1i)r=5sin2t) 
Di-4D?-5xw=t+cost} 
DDDi+2 D+l)r=ot+tbsint+teecost, 
6。 设 并 = t(j =14,2,… ,名 ) 是 微分 方程 


1 


go 一 本 tar +tanr= ft) 


的 解 ， 试 证 z= 为 over 是 锥 分 方程 


dn™iz 


dng © 
Qo dn + Cra tt On 二 3 vfs tf}, 


的 解 、 
7， 给 出 站 阶 常 系数 齐 次 线性 油分 方程 的 解 其 有 下 述 性 顶 之 一 的 充 要 条 件 ， 
十 它 的 每 一 个 解 当 f> + oo 时 趋向 于 零 ， 
加 它 的 每 一 个 解 在 DSSH< + oo 上 是 有 界 的 
使 在 在 01+ oo 上 无 界 的 解 。 
8。 用 运算 子 方 法 求解 下 列 方程 


da de ug 
DD rE 4 + 了 


2 
名 3 +122=2sin’ i 


后 二 


Qly , 
[8 Har+6r=sint-cos2t, 


[ey 了 a+ 6 -时 4 tw= (t+)ery 
名 -+ 2 tet, 
$5 线性 常 系数 方程 组 
本 节 考 虑 形 如 
A .Ay + f(t), 
- 华 -- 4% 


《 王 ) 


(2) 


的 线性 常 系数 微分 方程 组 ,(1) 称 为 非 齐 次 的 方程 组 ,(2) 称 为 齐 次 方程 
组 .其 中 刀 为 巡 x 下 阶 沼 数 托 阵 , 妇 ( 办 FF( 引 均 汐 如 X1 丁 获 向 量 。 一 般 


地 有 站 
A= (ds) (2,7 = 1,2," ,7), 
区 : ft) 
半 一 Ty ， ft)= ft) 
vn fiat) 
对 了 于 方程 组 (1 还 可 以 展开 号 成 


da . 
-a = CQ1 Amst + nt + FE), 


dw, 
-本 .st)， 


人 学 = fl fad). 


了 9: 


以 二 芥 常 系数 强 狂 方 种 汶 例 ， 可 以 将 方程 
mA + At = Ft) 


化 为 等 价 的 方程 组， 只 需 令 zl = 2 和 =2 即 有 


-办 = 
de ， 
TE = -dm dr + fF), 


于 是 
4=( 0 1 
一 般 地 ,对 于 % 阶 常 系数 线性 方程 
tT + 4 rap todw= f(t), 
令 0 二 有 


EY 
dm; 
-和 = 
| dp 
Of = ds 
全 = ~ bi ds ns tt FL), 
这 里 就 有 
0 1 0 0 fo 
9 全 1 0 Ls, 
由 = LE 时 写 二 4 
0 0 0 I \ 
~ i — — — Hn-1 a 
0 
0 
ft) 三 : . 
fF) 


E41 


da -a 由 ze=(。)， f= (po, 上 


《3 


一 、 关 于 向 量 和 矩阵 的 准备 知识 


1” 乞 阵 的 范 数 
设 A=(4) ,B= 《Bi 是 两 个 其 X 区 阶 符 隆 (= 二， 4 了 = 
1 237。 定义 三 ,好 的 内 积 《 妈 , 呈 ?为 


‘A, BY}= | 3 pA (4) 
红 隆 妈 的 范 雪 1 .41 为 
AN VA YD Slant (5) 
有 时 也 定义 14i 为 四 
1 入 1= maxlasxl, 
或 寄 
IA1=max T leyl, 
1 t+ 
或 者 


1AN= max 习 lassl, 
特别 地 , 当 = 1 时 ,和 若 bb 三 (ma = [ sy )T, 则 <w， 


> = bp Tys [w= Vm EALE 
了: 71 


关于 范 数 和 内 各 有 以 下 性 质 ， 
(DT 六 且 [ 4 = 0c》4=Oi 其 中 心 表示 有 堆 侍 阵 , 即 其 所 有 
元 束 为 零 )4 


(iiy 若是 一 个 数 , 则 ie44= [elidl， 
Car ,yy = or WR a = Rs 
Gi 1¢4,BY|<|Al |B!; 
Civ) lAT BIAlN+ IB 
(Y) 14z1= i145 = 441( 这 里 47 是 4 的 转 置 算 阵 ,， A" 是 让 的 
共 轿 转 置 漠 隆 , 即 A* = 47)3 
《vi) 车 冯 是 #x 缠 矩阵 , 吾 是 说 x 上 矩阵 , 则 
» B09 = 


"4BI<IA1 1B, 
设 有 矩阵 序列 {4x,k= 1，2…} 其 中 每 个 4x 蜀 是 丸 x 加 阶 常 值 知 
阵 , 它 的 极限 4 是 指 这 样 的 x m 常 信和 矩阵 4, 使 得 
li As- Al=0, 
此 时 我 们 简 记 lim A = 4. 
类 似 地 ,矩阵 的 收敛 级 数 如 44, 是 指 级 数 的 部 分 和 矩阵 序 列 {S，， 


=1,2,…} 是 收 敏 的 ,其 中 5S,= 好 4。 

2 画 数 矩阵 

区 间 xc<f<8 内 的 如 X 吉 阶 聘 数 拭 隆 几 (的 是 指 %X1m 阶 短 阵 
44( 轨 ,其 中 每 个 元 素 4; (四 均 是 a<t< 内 有 定义 的 函数 。 当 到 = 1 
或 玉 = 1 工时, 我们 称 此 时 的 气 阵 值 范 数 为 直 数 向 量 。 

与 前 类 似 可 定 必 函数 矩阵 序列 ， 枉 数 人 矩阵 级 数 忆 及 它们 的 收 合 
性 。 

若 联 数 算 阵 40) 的 每 个 元 素 4 (四 都 是 区 间 <c<t < 如 内 的 连 续 
范 数 , 则 称 A4(f) 在 区 间 <t<8 内 是 连 扶 的 ! 双 车 每 个 GD 都 是 区 
间 a<<t< 之 8 内 的 可 微 函 数 , 刚 称 4 在 区 间 ec<f<8 内 是 可 秽 的 ,着 
定义 

dd darct) 
p(s) 


再 车 吉 Ela,),tE (cy 有 )， 各 个 gui 在 区 则 (ay 有 8) 内 都 是 可 积 的 , 则 
称 4 的 在 区 间 (a,B) 内 是 可 积 的 ,并 且 定 义 


+ 中 
Ats}yds= (| QS)yds), 


例如 ， 


d it -ee 2t 
El ja ' 
(sin nt cost 


ae TO * 


er r et 1 
于 sint cost ) (cost nt 


上 Ez# 和 
| ss: | Sds 3 -一 条 
| 和 5s= | = 。 
8 上 
Sins | sin $s ds ~ COSF + C08 to 
th 
下 [3 
ea 8 | eds | sds 
上 [7 Fn 
ds= 
[4 t t 
Sin 5s C0S 3 | sins as | C05 sds 
站 上 


， 
= [ 6 2 所 
-cosf+coste sint—sinto 
今后 假定 所 避 到 的 函数 矩阵 都 基 可 微 的 或 可 积 的 。 
现 把 一 些 常 用 的 结果 ,运算 法 则 与 性 质 列 举 加 下 ， 


0 . 吝 =。 的 充 要 条 件 是 4(1) 王 4 为 常 信托 隆 ; 
2) 若 扫 (和 如 ( 丰 都 是 xsH 阶 答 阵 , 则 


入 [4A(DIB (£9] = 4 


3) ED, By) 是 x[ 阶 和 矩 隆 ， 则 


_ dAd) Bt, 
计 [CAB = = BU) + At) 


4) 著 扫 () 是 名 Xx 吉 阶 秆 阵 ,w 愉 ) 是 并 最 天数 内. 


dAdt 让 +A(E) 0., 


[Ay (1)] = 


特别 地 , 设 《( 纪 为 数量 七 数 , 则 


[AC] = CG) A 


= C0 + XD LD go), 


5) 著 右 704) 和 Af) 分 别 表 示 (4) 的 转 置 祭 阵 和 共 堪 转 置 和牛 
阵 , 则 


< 区 =| dD T 
中 -| -4 1 


6) 落 在 (a,5) 内 如 了 4 四 有 逆 托 舞 4( , 贴 


HA) = A LN 4D) 


7) 下 (oAts) 16B(s))ds=a| Atsyds+b 人 Brls)ds, 


其 中 a 为 常数 ， 
8) 若 和 4 是 nx 阶 常 值 答 阵 ,B8(2) 是 加 xi 阶 函数 矩阵 , 则 


AB(s) ds=4 { Besyds, 
车 4() 是 Nx 壤 阶 函数 矩阵 ,BB 是 吉 xi 阶 常 值 和 矩阵 , 则 
{ AB ds=(| Als)ds )B， 
9) | Ar(s}ds= (f Acwasy, 


10) 人 Ar(syds=({ 4)ds)* 
11) 若 4 人 在 (az, 有) 办 连续 , 则 


二 上 修 Us)ds ] = 4 


12) 车 A( 的 在 (ay 感 内 是 训 微 的 , 理 -GD 连续 , 册 


{二 
[看 4 JassAc) -Ato , 


13) 定义 14 =W 习 六 "ao 人 了 


t= 


max|au(Db ， 


yi 


其 中 4 人 为 天 xx 更 阶 通 数 怎 阵 : 

14) 车 CE) 是 数量 函数 , 则 .4(DCCGDi= ,CDAGQ) IC 

= 
如 各 
} | Acidt <| A) di Ba) 

16) 设 瑟 ( 六 大 如 x 玫 阶 函 数 矩 阵 ,县 1 且 (有 < 之 + coo 及 因 XH 阶 孙 

数 方 阵 项 级 数 习 4s(t) 是 收敛 的 ,出 
BC DS 4 ] = 辫 [LB A ], 


3” 答 阵 指 数 画 数 6 和 
设 4 是 %%xnn 脐 常 什 方 隆 ,定义 


es J++ + - 士 亩 A (6) 
为 要 说 明 e* 的 定义 是 合理 的 ， 必 须 证 明 (6) 中 右边 的 通 数 矩阵 项 级 


数 是 收 敏 的 ,其 中 了 为 如 阶 单位 方 阵 。 现 来 估计 部 分 和 矩阵 序列 的 范 
数 ， 


lSn 2) = | Tl 名 二 -CAl » | Telat, 


所 以 "So( 间 "是 收敛 的 ， 从 而 (全 的 右 端 是 收 敏 的 级 数 。 我 们 称 8 为 
矩阵 模 开 函 数 。 它 是 通常 的 指数 函数 e*: 的 自然 推广 ， 与 指数 函数 er 
类 似 ,我 们 有 如 下 几 个 关于 e4 的 性 质 ， 

1) es**=7, 

2) 人 €4t=:Ae4=e4td, 
3) ee 的 道 答 阵 (e*)"!， 存在 , 且 有 

《4t) 1 = 避 - 全 

4 设 了 =S- -1493, 刚 史 -1e49 王 et 
5) edttra 王 edtedasedse4zy 
6) 若 AB= BA, 则 t+} = edieeai = edit, 
下 面 我 们 只 证 明 5) 与 6) ,其它 的 证 明 禄 给 读者 作为 练习 ， 


s 


5) 注意 到 


d dealets} dtf+s 
9 = 和 = edfeyi， 


d Te-dtsedtto] 一 .4 -id 
-a [e Fetttts ] 一 一 亚 一 * 全 < t+#) 十 ee- ed 
一 一 eAtAedtts} 十 已-4 册 edtt ay 一 0， 
所 以 已 -8 Atrt+a) = 4"0 . Atots) =e4:, 即 有 
edt eAredlits) 一 已 4 ed 
所 以 已 由 全 十 5 一 Edt e445 


类 似 地 可 证 得 


从 而 有 eAtrta)pe- Ar 一 +a} . Ed? = 已 4 ， 
Alitie- dieit = edspdt 
即 有 Alt eAsede 


AEB]: 一 > 一 一 -一 Li rw | 一 3 一 一 亏 
6) [ 补 t t pa Ek! (A " 五 ) 和 | 机 Ek! 《df + Bf) 


= TEL CBE! 
Pe 饼 Elil (天 人 上 


SC] 台 |] -ecoent 
-|[ 且 一 二 | 有 -让 
这 里 用 到 了 绝对 收敛 级 数 的 乘法 定理 。 

下 面 就 一 些 特殊 类 型 的 4 ,计算 e44， 


D8 


事实 上 ,因为 4= 丸 (5 0)+ 4(。 1) 记忆 


和 
一 般 地 有 
9 四 和 


改 


nl Wa 0) 
cy 4 
-GCT + 0 
rt A + 人 +- 
(434 + 和 + Xo ") 


从 + 人 9 


+(1+ ht + -prt + 0 1 
-os Dee 9 
2) 着 4=(。 四则 er -人 2) 


事实 上 ,由 子 4 = 多 1) 人 (。 0) ,所 以 


=A +s 9-(。 个 


44 EE )-(o 3 ). 


一 般 地 有 
fl 0 0 ly/ kA 
全 = 对 + 机 ( ,= ‘ww )， 
到 
OD CA) 
2 A £! (Ek— 1)1 >» 
k! CAL)* 
一 天 一 


95. 


所 以 Sy AD A 
ye 总 有” -1 
om < 下 


E- 
a) 
0 产 碳 


1 fe 
(0 0 ) 
t sint 
3) 车 4=(_， 1 ) 则 ee=( mm; cst) 
这 只 要 注意 到 


4=( 1)- 一 了 ,443 = 一 ,44= 了 ， 


一 般 地 有 
4 = 4，4442 -IT, A A, 


44= 了 


人 车 4=(_a 。 网 ee=( SM esinp ) 


est Sin Bt ec CO 和 


这 只 要 注意 到 4=e(。 1)+ 6(_ (ls DW 


足 莱 法 的 交换 律 ,因此 可 以 证 得 结果 . 


A 0 Ct 0 
5) 车 | 全 j” “0 ) 
| 0 和 4， “Ghat 


6) 车 和 扫 是 sxs 阶 方 阵 
4 1 0 


丸 = 1 1 
1 1 
0 4 
则 
EP: a 
< =e 叶 7+rtP+r t+ rrP” !], 


* T7609 


其 中 sxs 阶 矩 阵 卫 为 如 下 形式 ， 


0 1 
P= 0 .1 站 0 
机 
0 0 
具体 地 有 。 
| Ly: a 1 4 1 = | 
工 21 (a ODI’ 
1 
总 二 I 。 . if 
” 1 
AS 


二 、 齐 次 线性 常 系数 方程 组 的 解法 
(一 ) 方 程 组 的 通 解 公式 一 一 es' 解法 。 
定理 1 方程 组 (2) 的 通 解 公式 是 


和 (有 = 84t 《7) 
潜 中 局 是 任意 常数 向 量 ，。 
证 显 兄 esC 满足 方程 组 (2),， 设 (是 (2) 的 任意 一 个 解 ， 
则 
eAr0) |=0, 
即 
-rete(t)]=0, 

所 以 ;存在 常数 向 量 忆 使 

etgtt)= 
皂 

zt)=ett., 


定理 2 方程 组 (2) 和 和 


s FTF» 


多 (0 一 站 0 《8) 
构成 的 初 值 问题 的 解 是 
EY = A eo, 59) 
证 设 & 人 是 初 值 问题 42) 与 (8 的 任意 一 个 解 , 风 由 定 再 1 得 证 
存在 常数 向 量 忆 使 ww(f)=e*C, 故 
Xo= Lt) =e4tt, 
即 有 C =e 4oao 故 得 
T(E) = Erte tm, = Alt, 
对 于 易 求 得 et 的 常 系数 矩阵 为 4 的 方程 组 ， 可 用 et 方法 直接 
求 得 通 解 或 初 值 间 题 的 解 。 一 般 地 说 ， 这 种 方法 在 理论 上 有 较 太 的 意 
义 ， 它 可 提供 求解 的 公式 以 及 通 解 的 结构 。 
例 1 求解 方程 组 


解 ”实际 上 ,由 第 二 个 方程 可 直接 求解 得 2 = Ce:， 其 中 C; 为 任 
意 常 数 。 将 之 代入 第 一 个 方程 得 


dw 


od = + 2 Ce:, 


解 这 个 方程 得 
t=Cet+20,te:, 


这 于 C 为 任意 常数 。 故 有 
1 5 2te: NA 
CC)=0 Ne) 


下 面 用 构造 e4' 的 方法 求解 。 此 时 


“| ) 1 , 
0 1 0 去 
所 以 

= 和 


”下 小 起 到 


让 Ya 4 sy 
edt = Eo 二 |e (2fyre 


0 2 
_ © 2 ter ) 
= 。 


原 方程 组 的 通 解 为 
sy _ re 2ter vO, 
(= [si Ac). 
例 2 求解 方程 组 
Ee 
dz， 
di 一 一 3% +2, 
解 


f st 时 
A=( 7 er es oa )， 


| of CoS3t Sin3t yO 
(0) east eosst MC) 
_ /CC eo 3 t+ CC sin 3 1) ) 
~ \es{—C, sin3t+C,cos 3t)/" 
为 了 下 面 扒 导 齐 次 线性 常 系数 方程 组 的 解 的 结构 ， 我 们 把 前 面 的 
第 (4) 条 推广 到 一 般 的 情形 。 设 2 更 x2 六 阶 矩 隆 


» 大 

/ do 0 

A= A I EE 

0 J 
其 中 fe LI 0 

Lr 

fp a ) “一 小 

则 


+ 了 日 * 


上 im 1 


a ot a OO 
心 te Gn 1 1 | 
“2 : 
ed 二 FA ee op | 
:Cn 21 ” 


人 feu 
Qot 
其 中 


cos BE sin A 


E27 = en! 
( ~ Sinpt cospt 


{二 ) 解 的 结构 一 一 待定 系数 法 ， 

下 面 通过 若 当 {Jordan) 标准 形 以 及 e*! 解 法 证 明 % 个 一 阶 线性 常 
系数 齐 次 方程 组 的 解 具 有 类 亿 于 即 阶 线性 常 系数 齐 次 方程 解 欧 绩 构 ， 
从 而 为 待定 系数 法 莫 定 了 基础 。 

我 们 定义 ” 方 窒 组 (2) 相 应 的 特 丁 方程 为 

det[AE- A1= 0。 

定理 3 ”车 方 程 组 (2) 的 特征 方程 育 特征 根 ， 分 别 为 $ 个 不 相同 
的 实 模 jp，… 和 27 个 不 相同 的 共 辑 复 根 mr +tih, ,es tiB,,.…, 
扣 士 Bs 它们 的 重 数 相应 地 为 zy 和 2121783，… 841， 且 有 

和 二 托 土 季 二 十 着 2C800 二 十 十 4991) 


呀 C2) 的 全 部 和 解 具有 如 下 的 形式 ; 
w(ty = 3 Rtt)ers+ 总 FEP (icos Bt + Qf)sin PtJes:’, 


(10) 
其 中 向量 吾 ; 的 (7= 1 2，…，5) 的 每 个 分 量 是 上 的 次 数 不 超过 和 2 一 工 
的 多 项 式 ,向 量 忆 ,( 站 ,ol (= 1 2 六 的 每 个 分 量 蚌 上 的 次 数 不 
超过 Wy 一 1 的 多 项 式 , 所 有 这 些 多 项 式 中 的 系数 之 间 有 一 定 欧 关系 ， 
共 包 含有 个 * 当 了 立 ”的 任意 常数 ， 
证 明 . (i) 对 和 拖 阵 和 4, 存在 非 异 盾 笨 S, 使 S145=J, 其中 了 为 
车 涩 标准 弄 。 由 定理 中 对 特征 值 的 假设 得 知 


2 


J 
| 0 ast. 
其 由 了 
nu: 1 0 
| ee » (= 1, 2 
0 可 CE 
| 有 1 0 
—B; 全 } 看 1 
0 0 a BB; 
ti = 0 0 -Pp, a 
站 oy 8 
一 us 
‘Jo 1 
" 7 1 0 ， 
= “ 9 (f= 1,2, 本 
0 1 
J os 
区 里 [| 
1s © 1), 7 
由 前 所 述 得 知 A 0 
J1t 人 
fe 0 
0 eT . 
而 
£2 az 一 1 
1 t 全 (12 — 1)1 
ET = Butt 1 f . 
0 ”1 + 


[i 


s 1 = 


『 £2 
: 让 -er A 


QT: 下 人 人 


， FeTet 
\ Ent 

- (f=1,2,"" ,4), 
其 中 
SinBt cospBts” 

(ii) 由 前 知 e4 = else 把 er 的 上 列 宕 示 式 代入 ,可 
得 证 

EA 


ET 二 er 


= 2 Rers: + CPyct)eos Bt + Quttysin Pyt emt, 


其 中 Pt), Qt), (R=1,2,: 可 1 人 (7=I125) 满足 定理 
的 铺 论 中 毅 述 的 条 件 , 且 显 见 共有 关 个 任意 常数 CC,,Cs、… ;Cs, 即 它们 
为 忆 的 所 个 分 量 ， 

王 证 的 待定 系数 法 就 是 以 定理 3 为 理论 基础 的 。 假 定 %( 妆 以 通 解 
形式 48) 的 更 一 般 样子 出 现 ， 即 其 中 会 有 法 个 任意 党 获 ， 将 之 代入 方 
程 组 (2) 求 得 入 个 任意 常数 满足 的 关系 式 , 将 声 个 任意 常数 均 用 包 个 
任意 常数 表示 , 世 就 求 得 了 (2) 的 适 解 ， 


例 3 求解 方程 组 
ce = 2 0 +s 
舞 ”特征 方程 为 


a B24. 


加 
IiE- Al=1 


一 之 
| = C4 3+1)=0, 
A—1.: 


特征 根 为 4.= 3,2,= 一 1。 
对 于 1 =3, 令 (eofCexr，C:es2， 将 之 代入 原 方程 组 得 
ac -ac 0 :=Ca， 枚 
了 = C0, w= Oe, 
对 和 = 一 1 今 (ww2)7T= (De**，Dse-:), 将 之 代入 愿 方程 组 得 
-2D,-2D,=0, 四 二 一 力 .。 总 有 
= De rt,s,= — De 
综合 起 来 得 方 科 组 的 通 角 为 
| [i 
r=Cet—m Der', 
入 里 忆 与 D, 是 任意 常数 
例 4 求解 初 值 问题 


一 有 一 人 全 十 二 号 名 


| Sm 2, 
dt 于 
ee 一 2 a 
tig0) =1, wa(0) =2，2sf0) = 1。 
和 解 ”特征 方程 为 
A—2 一 1 一 3 
na- | 0 A-2 1 = (14— 2)3, 
| 0 0 4 一 2 


11= 4=24,=2 是 三重 根 。 由 解 的 结构 ;可 以 设 
fa = CA + At + A ) es, 
ga = (B+ Bt Bti)e,, 
【人 十 让 二 人 ez 
将 它们 代入 原 方 程 组 得 
2CA +t Att At)y + A tT? A 
83 。 


= ot A AL) + B+ Bi+ BAY) 二 SC + Ct + Ct’), 
9B t+ Bt Bl’) + B+ 2 Bt 
-2B + Bt+ BH) (C+Ct+t Ory, 
2(C + Ott Ct tC + 2oCt 
=20C, + Ct + Ct’), 
解 之 得 Cs=0, C=0, B=0, B=—€C,, 
A = B+t3C0C,, As= -C2, 
地 9 个 任意 常数 及 ,，B,，C,(i=1，2，3) 现 可 用 3 个 任意 常 狐 态 ,， 
B,C 表 出 。 这 样 原 方程 组 的 通 解 为 
| FE A,+ {B+3 CW- St ee， 


da 一 《五 | 一 Ce’, 
v= Ce 
将 初始 条 件 代 入 求 得 
Al=1, B=2, C= 1, 
所 以 ,本 题 初 值 问题 的 解 为 


= ( 1+58¢#— 3 )e”, 
re = (2 Le, 
Ls = et 

注 1 上 耐用 es: 解法 或 待定 系数 法 求解 ;不 但 说 明了 线性 常 系 六 
旗 次 方程 组 初 值 问题 的 解 是 存在 的 ,而 且 能 具体 求 得 的 ,同时 还 说 明 初 
值 闯 题 的 解 是 唯一 的 。 

设 ww 中 ( 和 与 人 w 中 (A) 是 满足 同样 初 值 条 性 尖 中 (0) = 移 加 (让 ) = 沼 , 的 
齐 次 方程 组 (2) 之 解 , 则 作 引 (站 = 中 (1) 一 wt 中 (f)， 得 结 它 满足 (2) 与 
由 (而 ) = 0, 由 定理 1 知 ; 存 在 CC 使 (=e4 志 , 即 09= 和 (to) 一 edtef , 栈 
闻 =e 4 和 =0。 有 从 而 得 证 多 (=0， 即 证 得 初 值 问题 的 解 是 唯一 的 。 

注 2 矩阵 ed 的 第 ?2 列 下 加 ( 间 实 际 上 就 是 满足 初始 条 件 


专 呈 3 


60) = B= 


以 及 方程 组 (2) 的 解 向 全 wt0(t)。 这 只 要 注意 到 
WO) = edie, = 各 (人 ty 


反 过 来 ;由 (2) 的 分 别 满足 初 信 条 件 2040) =e 的 解 weitty》 构成 
抵 阵 [全 全 人 7 证 全 (下 4] 三 4t。 


三 、 非 齐 次 线性 常 系数 方程 组 的 解法 


(一 ) 常 数 变易 公式 一 一 e4 解法 . 

用 常数 变易 法 可 以 对 非 齐 次 方程 组 (1 建立 常数 变易 公式 。 令 人) 
的 解 为 %() = et ,将 之 代入 (1) 得 

OY A euCe) + esd .= 4esCdD + fh), 


珀 以 


© dC 
esd < = f(t), -ea 人， 
于 大 
C=C+{ etfs)ds, 
大 而 


w(t) = eA C+ | ef syds| 
= eC+ este-s f(syds, 


其 中 局 是 常 值 向 量 。 洁 还 要 满足 初 值 条 性 色 ( 轴 ) = 2 则 由 和 = e290 
得 C=e-<mwpo; 所 以 解 为 


Wf) = eA + | eda-n fesyds, {11) 
£9 


全 w 


公式 59) 是 提供 了 方程 组 (1) 的 只 性 求解 公式 〈 如 果 6d4 能 具体 求 
得 )， 也 提供 了 在 理论 上 研究 (全 的 解 局 从 和 性 质 时 的 有 用 形式 。 因 为 
(C11) 中 主要 用 到 et, 所 以 也 称 月 公式 (11) 求 (1) 的 解 的 方 注 为 84 的 解 


法 
例 5 求解 方程 组 
全 2 es 
< 一 3 二 十 2 部 2 
2 3 2 et 
和 解 A=(_, 2 FD- ), 
err=er( 20S 3¢ Sn )， 
一 SS COS 3 
用 常数 变易 公式 求 特 解 
© ) _ f ( COS S(t 5) Sin3tt— 3) yeer C eas 
放 0 一 Sn03(f 一 3) cos a(t—s) 0 : 
t . 2 . 
人 2 00S 3(f — Ss)ds -a Sn3t 
二 ° = er 
| 一 2Sin 3 sy)ds -cos 3t— 1 
由 
所 以 厌 方 程 组 的 通 解 是 


交 | = fc C08 3 了 十 (C, 十 过 Jsin st |e” = (CC!icos at + Cmin3i)e’, 


vs = [(#- + Ca )eos aft- Csint— ke 


=(C- Cisinst+ Ccos 3t)e’— er. 


例 6 求解 初 值 问题 
地 6B 而 = 


+20,+2, 


S20 tt 2e-z， 
vw (0) 三 2， rot 0) =0, 


1 2 2 
解 4=( 7D=(e 小 
由 例 3 知 ,本 例 相 应 的 音 次 方程 组 的 通 解 为 
了 1 at Qt CO 
(0 os Np 
现在 由 上 面 齐 次 方程 组 的 通 解 求 e1!, 将 初 巡 条 件 (5.60) ,2 (0))T 
= (2;0)7? 代 入 上 述 解 公式 ,得 


(1)-0 Xo) 


解 这 个 代数 方程 组 得 C, =- ，D,= 二。 所 以 et 第 一 列 为 


1 


(ee 十 [= 
去 (es —e) 


现 蜂 初始 各 件 (zw.00) ,to00))T= C0,1)7 代 入 通 解 公式 得 
0 1 ivC! 
(i )= 6 一 pp， 
解 这 个 代数 方程 组 得 “Ci= 到， 如 = - 人。 所 以 e 第 二 列 为 


二 (es 十 已- 二 


* ee 


二 (es te +t) 二 (es -Be 
已 4 一 


村 (en -e771) 了 (es +e 1) 


扒 入 常数 变易 公式 (11) 得 原初 值 问 题 的 条 


D eret) (et. e-t) 2 
1 3F 一 1 一 
se 一 全) Ete 二 0 


: (e+e te)), (ee tm) 2 
{ ds. 


十 
0 工 -ate- ~ 1 i- -te ~ 
Ce es), (en +e 人 人) \2e.s 


te # /ES a ert et 
-( )+f( ja 


已 3 Et 让 全 3 人 一人 一生 一 他 一 2 二 [i 
19 0 1 2 
2 ee -te tt 3 
19 si tl ess 和 
1 所 4 e+ie 3 
(二 ) 待 定 系 数 法 


对 特殊 的 非 齐 次 方程 组 (1) 的 右 端 向 量 。 便 如 其 有 拟 多 项 式 前 
于 ( 录 ， 也 可 用 类 似 于 顽 阶 非 齐 次 线性 常 系数 方程 的 待定 系数 法 求解 . 
再 以 前 面 的 例 5 与 例 6 来 说 明 这 种 解法 ， 
在 例 5 中 :特征 方程 的 根 是 32 土 3 2 右 端 非 齐 次 项 了 (四 的 指数 五 
数 中 的 指数 与 特征 根 不 等 。 故 令 特 解 为 
全 De 
(8) "(per ) 
其 中 也 ,已 是 待定 带 数 ,将 之 代入 非 齐 次 方程 组 得 
人 D=2D,+3 D,+2, 
2D,=— 3D,.+2D,, 


解 得 ”DD =0, D, = 一己 -, 因 此 有 特 解 


»” Bs 


a | 2 
多 | 一 和， 六: 一 “ge 


所 以 原 方 程 组 的 通 解 为 . 
1 人 (C! cos 3f +0 sin 3 ft)e 
\ [a )- (cosinor Goose ee ? 


其 中 Ci 与 53 为 两 个 任意 常数 。 与 例 5 已 得 结果 是 一 样 的 。 
在 例 6 中 ， 特征 方程 的 根 是 ~ 工 与 3《 均 是 单 重 根 )， 将 非 齐 次 右 
端 项 分 为 两 部 分 : 子 ( = fi(t) + 了 sf 而 


fcD=(。 )，PD=( 
对 天.( 引 , 设 特 解 形式 为 (加 ,项 ?)7 = ( 且 ,，B:)?， 这 里 至,B, 是 待定 


常数 ;将 它 代 入 原 方 程 组 得 
全 +2B+2=0 


2 Bi+ 五: = 0, 
解 得 ”B= 2/3,B; = -473, 放 有 特 解 

zp = 2p= -所 
对 (四, 设 特 解 形 式 为 


(BP BT (A + De™, (A+ De yr, 
其 中 41,DD,,4,,D, 是 待定 常数 。 将 之 代入 原 方程 组 得 
D.- (A+DD)=A+Dt+2(A,+ Dt), 
志 - (CAst Dt) =2CA, + DI) + CA + Dt)+ 2, 
比较 # 的 同 次 智 的 系数 得 
= A= .A+2 4,, - D,= D+2D,, 
D,- As=24A+tA+2, - Ds=2D,+D,, 
解 之 得 出 
D,= -1, D,=1, A=0, hs= -于 
因此 有 特 解 
» 89 。 


通 解 为 
(7 ) Ce Ce tere+ 了， 
二 . 时 |» 
- _ E 4 
2 Ce Cee-+te 一- 
用 初始 条 件 得 
2 
( Cit Ct 
二 » 
; 1 4 
CCG 计 -本 
19 Le 
邯 C= 地， C= 芍 初 信 问 题 的 解 为 
_ 19, 3 a -2 
TI= oe eie + 
wi est ei + fa i 


“ 若 相 应 的 齐 次 方程 组 的 适 解 已 求 得 ， 癌 可 直 著 用 常数 变易 法 来 求 
非 齐 次 方程 组 的 解 。 仍 以 鲍 6 为 销 来 讨论 。 


令 
Di Je et\ /Ct) 
(oj)=(e oc) 
将 之 代入 原 方程 组 街 
et) + eC) = 2, 
esf) — eCOt) = et, 
解 之 可 得 
Cit) = et+e tt, 
Cf)=e:—1, 
因此 有 


"80 


CAA = 于 er- 二 er CC 


CC 有 二 ec 一 了 
其 中 C 与 C; 为 任意 常数 . 豆 原 方程 组 的 通 解 为 


好 1 eai [a C, 二 ie 一 -er 
= + 
中 一 4 FE 1 一 
好， es -ee C, 一 可 + te 一 
用 初始 条 性 得 
2 1 1 C， -人 
of -1 人 Cs -> 


可 以 解 得 ”C, = -也 ,Cs = 0， 故 原初 值 问题 的 解 为 


19 se 1 一 上 , 3. 
分 | [i ~ a -ee + 3” 
Ws 3 et 一 ee- 一 语 
与 前 面 得 到 的 结业 相向 。 
《三 ) 算 子 解法 


对 非 齐 次 方程 组 (1) 求 特 解 ,用 舞 子 解法 有 时 是 比较 方便 的 ， 但 此 
时 解法 与 #4 阶 方程 情形 的 解法 有 些 不 同 ， 将 -全 次 成 D， 然后 视 微分 


方程 组 为 代数 方程 组 (只 是 未 知 数 前 系数 含有 品 ), 求 出 未 知 函数 府 量 
人 六。 这 星 以 具体 例子 来 说 明 此 解法 。 
例 7 求解 方程 组 


多 
dv, 
"i ™ 271 ts ~ Sy 

ee 3 ~ 2 3Tsy 

do 

= 一 而 | 荆 Ws 十 wy 十 3。 


解 1” 用 万 代 逢 -9 ,将 上 述 微 分 方 种 组 ,得 到 类 似 于 线性 代数 
方程 组 的 形式 ， 


-3% + (D+2)5s + Bm:= 0, 


(rer 0, 
vw- wt (DD- 28 = 3, 


解 这 个 方程 组 得 
0 x 1 | 1D-2 1 1 
m= |0 Di2s 3 | “ -3 D+2 3 
3 -1 D~2 WA 1 -1 D-2 
(3 一 已 ~2)3 -(D-1) 一 1 
-Dep Dp D-DD’ 万 二 万 "3 


=(1+D+ 1(- 方 3) 


=(《I+3t=3r+3， 
有 -2 0 1 D-» .1 1 
=| -30 3 ~ -3 Di+2 3 | 
1 3 D-2 1 -1 D-2 | 
— [3D- 2) + 81.8 1 
-ND = -psp "3| 
= y= (1+D)9t=9t+9， 
D-2 1 0 D-2 1 1 
m=| -3 D+r2 0 4 -8 D+r2 3 
1 -1 3 1 ~1 D-2 
LD- 2 CD+2)+31*3 D+l 
= (D-1)D -PD "3 
=— (D+DIi+ D3 = -D+ (+) 
= 一 3 一 6 
这 样 就 求 得 了 非 齐 次 方程 组 的 特 解 为 


-二 de" 


pe 3 了 + 二 3 
E | 97+9 
os 一 站 一 
注意 用 算 子 形式 表示 解 时 算 子 前 后 的 顺序 ， 例 如 
on D3 3 - il 5 3]， 
但 不 能 写成 


2 ~ 3tD—1) 
D2DitD’ 


或 号 成 


-{D-1) 1 

2 万 DTz 3 万 (DT 3 

或 者 zl = 3 六 这 些 结果 与 前 而 2 = 31+ 3 六 一 个 常数 项 ， 
2" 求解 原 方程 组 对 应 的 齐 次 廊 程 组 


访 “3 一 3 


dz 
= 3%- 2 3m, 


其 特征 方程 为 尺 一 2 各 + 4A- 14)*=0, 有 单 根 零 与 二 重 根 1。 令 
P= A+t+(B +rCOnet, : 
| = A,+ (B,C,t)e:, 
ts = A+ (CB.+ Cd)er, 


将 之 代入 章 次 方程 组 得 
eB tC + = A+t2B + Ot)er~- A,- (Bs + Ct)er 
-A (B+Ct)e:, 
et + + Oat) = $A +3CB + Ct)e -2A,- 2tB,+C,t)er 
-3A,—3tB,s+ Ce:, 
e{By+CtCt)= ~ A B+)e tA, rt(B, Ct)e: 


“ 名， 


+2A.+2(B + Ce. 
比较 的 同类 项 前 系数 得 
2 有 4 —A4;- 4,= 0, 
34,.-2A;- 3A,=0, 
-Al+A,+2A4,=0, 
B+C0O=2B,-B,-B,, 
B,+C,=3B,-2B,-3B,, 
B+C= -B+B,+3B,, 
C=20C -C.-C,, | 
C=3C-2C,-3C,, 
C= -C+C+2C,, 


简化 后 得 到 
A =3 A,A,= -AAC + = CC + C= Cs 


B,+ B= B.-C,=B,— ca = B,+C,, 


籽 后 可 以 取 4 , ,总 : 为 三 个 任意 常数 ,其 余 均 由 它们 表示 ， 
C=0, C,= 0, Cs= 0, B=B,- 2B,, 
= 3 和 41， ,= -A 


于 是 齐 次 方程 组 的 通 解 为 
EE A,+ Ble: 
| Ts } 3A1+ Be ) 
Ei Al+ (B,— Be 
原 非 齐 次 方程 组 的 通 解 为 


wl A+rBetr3tt+3 
C letserars ) 
Ta -Al+(B- Be~3t—6 
再 以 例 5 为 例 , 将 襄 方 称 急 改写 为 
{2- 2 — 3 0, = 28, 
3w+ CD-2%= 0, 
分 两 步 解 ，1" 求 特 解 


s 


12e -| 1D-2 一 
1 0 D-2 i 


2{D— 2) ea 
AD+r1Ise 


=2(D- 2)| erprar -ipra is 
=-2(D- 2 ev 一 ET 


-2(D- 3 于 e“ |=0, 


。 | 2 2e2 | | 2 7 
2 二 
2 
_ -1 BE 
= DD re" 


2” 求 对 应 的 齐 次 方程 组 的 通 解 。 特 征 方程 的 根 为 2 土 3i, 令 


人 (Ci CO08 3F + Sin 37) 8, 
vx, = (D, eos 31 + DD, sin 3 fye:, 
将 之 代入 章 次 方 栓 组 得 
-3Csin3t+3C, cos 3f+2C, c053t1+20, sinat 
=2C.c0s 3t+2?C, sin3t+3D, cos 3¢t+3D, sin3t, 
纪 较 了 的 同 奖项 系数 得 
-3C+2C,=2C,+3D,, 
3C+20=2C0+83D,., 
疼 有 了 ,= 一 CD;= Ds 所 志和 齐 次 方程 组 的 通 和解 为 
i= (Ci CO 4+C: Sin 31)e, 
wo = (Cs C08 BF- Sin 3 71) ee, 
而 原 方 程 组 的 通 解 为 
m= (C, cos 3 t+C: Sin 3 的 ez 


gs= (Cs co83t~C, sin 31)er ~ -er, 


= 和 


作为 练习 ,读者 可 以 对 例 6 中 的 方程 组 用 算 子 解法 求解 。 
四) 拉 普 拉 斯 蛮 换 解法 
对 非 齐 次 方程 组 (1) 还 可 以 用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 ,一 般 最 好 虚 于 
求 初 值 问题 ,当然 也 可 用 来 求 通 解 和 特 解 ， 念 
下 人 3) = 二 [ar( 鸭 ]， 吾 (5) = LUFC 
设 %(0) = 2o 对 (1) 两 边 芳 行 控 普 拉 斯 变换 得 
3 逢 (8) 一 w= 公交 (5S) Ft Fs), 
所 以 
tsT— 4) 是 (8S) = rt Fis), 
从 而 得 
星 (5) = (5s7 - A) Fis)], 
最 后 得 出 原 方 程 组 的 解 为 
Rf) = Li{sT ~ A) Two + POS)J), 
例 8 求解 初 值 问题 


de 


$e 


de 十 ii 十 全 
vAO0) = 0 wt0) = 0, 
解 ”将 原 方程 组 与 初 信条 件 记 为 


-二 woD=( rw +( , ), w(t) = (Cp ) ， 


w(0) =( 0 小 


令 LEw EJ]= FR,(s), 1= 1,2. 
对 方程 组 殉 边 施行 拉 普 拉 斯 变换 得 


5s-1 一 4 xc | Le’) 了 


-1 s—1 Xs) | Ley) i 


一 4 5s-1 -4 
(5) = 由 
sl1 -1 一 荆 s—1 
各 
一 1+ 号 一 _ SS 十 3 
= a CS—3)(s—1(s-1)" 
a 也 C 
ss TI 


A(s- Ds+l)+B(s- 3)(s+l)+C0(- 3)(5—d, 
{s—3)(s—1)(s+1) 


所 
sig= A(S- (St+D+BG- DS+tH +C(s- (3— 1, 


今 5=1 得 B= -14 令 5= -1 得 C=1/4 令 s=0 得 3= 一 A4~3B+ 


3C, 即 有 和 4=3/4。 所 以 


EE 1 
_ 4 一 二 冯 
X= st s-1i+t st+1” 
还 原 得 
-1 = 3 st 1 = 
gt)= LX = ee -ete 
交 似 地 解 得 
s—1 2 s-—1 一 乞 
(8) = . 1 
-1 si -1 s—1 
1 
二 lrs-1 = 3 -一 
= TGF -5300D6+D 
4 B 
一 一 二 十 


_Als~ DSTID)+B: Ss 
{5S—. J (~ Dts -i ? 
即 有 有 
s= Ats—1)(s+ + Bs- 85 1 COS- 3 (5s— 1), 
令 3S=1 得 吾 = -1/4s 令 5= -1 得 C= i 令 3S=0 得 0= 一 矶 


一 3 五 +3C, 即 有 4=878。 夏 得 解 


3 -了 工 _1l 
8 4 名 
站) 一 一 一 十 一 一 十 一 一 。 
8) 5S—3 8s—1 1 


还 原 得 


vb) = LX I= er Te Be 


8 
所 以 涉 方 释 组 的 解 为 


1 
.CF) = ee* er 十 可 


1 
na- -ee 


8 
再 区 例 6 为 例 。 此 时 有 


-GG D0) mr(e) 


记 四:(5) =L[w,(t)],i= 1,2, 对 方程 组 两 边 施行 控 普 拉 斯 变换 得 


. - 1 
ss-—1 -~2 \|X,(s) 2 2 2{ 4+ 一 
: = 十 了 = ( 5 
2 
~2 .5-1/\X,(s) 0 2e-: sr 
求解 得 

2( 1+ 二 -2 |、-1 -3 | 

有 1(5) = 
2 s—1 | -2 sl| 


$$ 二 i 


98。 


-25 一 1 4 
sts-3) (Ss— 3)(s+1)” 


2 4 /li 1 
(i | 
2 19 _Ll 
- 5 ti Cnr， 
还 克 得 
A 二- + - 抱 -e*- Tetert, 
类似 地 可 解 得 
s-1 2( 1+ 地 ) |， -2 
小 5) 一 ， 
一 2 s+1 一 了 Ss-1 
1 .1 _4 
rs iy 十 > 
还 原 得 


Wall) = LCRCS)]= ee 一 -er +te-t— 千 


习 是 


A 和 
1, 议 4-( 1 】， 且 和 ,和 是 方 阵 , 试 证 


dt 0 
sun ,ea ). 


2。 设 品 阶 方 陈 忆 的 特征 根 光 名和 my 试 证 e 芋 的 特征 根 为 gr, 
~ 9. 


和 a sm 


3。 求 解 下 列 齐 次 线性 方程 组 ， 


DD {2 
y=8wr+4y, 

网 {+ =0, 
yr-y=0, 

全 {2 
y=y"2r, 
rr-2y-z, 

四 Y= 
名 二 区 一 全 


P= Tt 
y=7T+2y~2, 
避 二 让 一 到 十 立 局 ， 
六 
中 
了 一 区 二 下 
名 二 32 十 名， 
r=2x-y~2, 
y=37"2y~32, 
训 三 史 直 ， 
I=y-24~ x, 
Y=4%+y, 

训 三 吕 二 人 一 之 

直 可。 

。 求 解 下 列 非 齐 次 线性 方程 垦 ， 
中 1 2 


y=20: -2 


Jd 


四 { r=y-5cost, 
$=27+y, 
{£7274 + 
y=2x—2H; 


» i100* 


en {227-9 
y=u—2x+19+, 

全 {7 dr—3y+sint, 
y=2x -yy-2c0st, 


@ { £2v + ite 
YOY, 

DD { w= 名 EE 
HU=TtOe!, 

5。 求解 下 列 方程 组 

全 { >2= 39， 
y=x~2H, 

国 | 2 YY 
37— 4y=2r -Up 

= BT—Y 2, 

= ~XTtdy 2, 

=-2-H+32, 


区 
+ 


2 + 2D+tri 3Y + Y ty=0, 
工 +4z 一 十 9 十 台 术 一 y=0, 
68。 用 常数 变易 法 求解 下 列 方 程 组 ; 
2 
DD { 1, 
y= 2+tiE1, 


KE 


= 一 4z 一 + h 
名 3 
y= 7+ #4— 可 


一 -了 
加 一 cost” 


I=2 x 
7。 对 方程 组 -全 = AX,44 分 别 为 下 面 的 符 定 形式 ,用 8 如 法 求 道 解 。 


si0le 


( 
0 10 
他 “(oo 0}. 
0 
1 
2 


2 0 
过 人 + 
0 0 2 


， 求 下 列 已 给 初 值 问题 的 解 。 


Drr(D+l)y= et 

2Dr+ (D+roy= sint, 
D 1=o) = -2, 

yt = 工 。 


Oo 


CD +2r+ay= t+, 
(DDy tes= -中 


Tt0) = 0, 
y(t0) =0, 


(D-DDxz- D-DDy=1-21, 

(D+i}yr+2 Dy=0, 
1170 =0, 

x(0) =0, 

yeD) =0, 


* 102" 


(站 -16)z 一 443 一 38z= -2e-t, 
[PE -3e-!, 
{D11)2+ 生 区 二 和 = 多- 
(0) =0, 

Ls 

#10) = 人 0. 


(D+ Dety=5, 
(D3)y- 生 = 一 多 
xt0) =z(0) =0, 
4 的 =y(0) =0 
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第 三 章 ”线性 变 系数 微分 方程 


DT 


4 


1 一 院 变 系数 线性 方程 


现在 考虑 初 值 问 题 
[这 a rt ft), 
rto) = Po, 


称 (1) 为 非 齐 次 方程 , 它 对 应 的 齐 次 方程 为 


de gs. 
先 来 求解 齐 次 方程 (87。 列 举 三 种 解法 如 下 : 
解法 1 推广 的 欧 拉 指数 法 。 
令 w=el Mf， 这 里 A( 和 为 待定 函数 .代入 方程 (3) 得 
ADel "a (ee 
好 A) =w0)，。 故 (3) 有 道 解 
s=Cel teh, 
其 中 忆 是 任意 常数 , 注 吓 (3) 与 (2) 的 初 值 问题 的 解 为 


中 二 辐 ef aract) 
一 ”0 本 


解法 2 分 离 变 量 法 。 
把 方程 (3) 写成 


Se =a(li}ydti, 


积分 之 得 
lnlz| = {actas tla]Cl, 


-Od 


C1) 
(2) 


(3) 


(0) 


5) 


即 w=Cef "ene 
其 中 忆 是 任意 常数 . 

解法 3 化 为 全 徽 分 方程 。 

把 方程 (3) 改 写 为 


(-32 ae )e 0, 


facds 
人 
或 写成 


二 ei) 


we “as C, 
其 中 心 汶 任意 常数 ， 所 以 
t= ef “oat 


下 面 给 出 非 齐 次 方程 的 初 值 问 题 的 解 的 公式 ， 我 们 令 
zc(bej ex ， 代 入 非 齐 次 方程 (1)， 


从 而 


得 
CDel to 04), 
或 写 浪 
Cy =e- pp, 
积分 得 
CO = [ela 
赦 原 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
ed (6) 
新 值 问 题 (1 与 (2} 的 解 为 
w= el ‘| + fe fy an|. {7) 


在 具体 求解 时 ， 自 然 可 以 直接 代 公式 (6) 或 (7)， 有 时 就 具体 问题 
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按照 上 述 推导 方法 求 非 齐 次 方程 的 通 解 更 方便 些 。 


$2 二 阶 变 系数 线性 方程 


现在 考虑 形 如 
dm ta + dt}i=0 (1) 
和 
(Tao tt ae + oat)r = Fe) (2) 
的 二 阶 变 系 数 线 性 微分 方程 ,其 中 &(2) 考 0,G1( 四 ,ao( 四 和 了 (四 都 是 已 
知 函 数 。 此 时 初 但 条 性 为 
wf) 二 全 2) = ‘3) 
与 一 阶 情形 不 同 的 是 ， 仅 共有 少量 的 二 阶 方程 类 型 可 以 章 捷 求 得 分 析 
形式 的 解 ,更 密 的 类 型 是 很 难 求 得 艇 的 分 析 玫 达 式 ,甚至 有 的 不 能 求 得 
解 的 分 析 形 式 ， 下 面 就 抑 种 可 以 求 得 分 析 表 达 式 的 解 之 二 阶 方 程 类 型 
进行 讨论 。 
1” 可 以 常 系数 化 的 方程 类 型 。 
欧 拉 方程 是 加 下 形式 的 方程 
0 了 aft + ht = FH), {4} 
这 里 &6,01,6s 均 为 常数 ,有 是 吗 关 0, 设 10， 双人 是 (0,50) 上 的 连 
续 函 数 . 
令 T= 了 ni， 即 f=er, 则 有 


do yde dr PE dr 
dt dr “di “dr a 


i rT? 
dy 1 dm dr 
r=*[(- 译 ) 人 党 -+ 十 加 多 ] 
ds dw 
-dr dr 
伶 入 方程 (4) 得 
G+ 党 as = 了 er， 4 人 5) 
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上 式 基 常 系数 的 线 狂 方程 ,未 知 鲍 数 仍 记 为 &tr), 自 变量 已 换 成 z。 求 
饼 (5)， 有 再 用 +=ht 代 回去 得 疗程 (4) 的 解 2 。 
十 1 求解 方程 
一 人 人 = (6) 
解 “ 先 求 相应 的 齐 次 方程 
tp 一 全 汪 = 0 
的 通 解 ， 令 =f， 得 
对 应 的 特征 方程 为 类- 4- 2= 0， 它 有 特征 根 4=2， 和 = 一 1， 芍 有 
通 解 


出 一 Cies2s t Ce™r= Ca 十 C:， 


其 中 人 | 与 ;为 任意 常数 。 
心 用 常数 变易 法 求 特 解 
先 把 原 方程 (6) 玻 写 为 等 价 的 方程 组 形式 ， 


d Ee 二 Vs 0 
pal )-(s }*( 1 ) (7) 
出 : 1 多 1 ,ff 


这 里 有 ww =z 和 站，w = 2 、， 对 应 的 齐 次 方程 组 前 解 中 常数 CC 与 
C, 分 别 用 Ci(f) 与 C,( 们 代 芍 , 即 令 (7) 的 解 为 


££ 1 
(0 )= + -Ct) ) 
w(t) Cd) 
£7 
将 之 代入 7) 得 
12 1 0 
i Ct) ) _ 
1 | \ Cet) i 
2 - = 让 
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CI 六 二 3 Cs 三 一 -3-， 
积分 后 有 
和 
Cf)=— 二 -+ Ci Cf)=— -Cu 
其 中 CC, 与 C; 为 任意 常数 。 从 而 方程 (6) 的 解 为 
t 
gf) = (办 = Cts+ Cs 地 


@ 用 待定 系数 法 ， 

令 (6》 的 特 解 为 = At， 这 里 4 为 待定 系数 ， 将 之 代入 (6》 得 

-24t=t， 即 有 及 = 一 下, 故 得 (6) 的 竺 解 为 = 到 所 以 (6) 的 
通 解 为 

z= Ci+C 


其 中 Ci，C, 是 任意 常数 ,这 里 所 以 令 记 = 4 ,是 因为 在 变换 += 卫 ! 之 
下 ,(6) 化 为 


- 


ds dz 
dr 27, 


令 #- 4e 则 可 得 4 = -3， 代 同 原 来 变 最 f， 即 得 


#2= At=— Tt 
2” 可 以 降 阶 的 方程 类 型 ， 
@ 车 方程 (4) 中 铅 少 “的 项 , 即 为 
dtp a(t) = FE). 
可 以 令 5' =， 则 化 为 降低 一 阶 的 方程 ， 即 为 一 阶 方 程 
Gf + a Y= FE), 
把 它 改 写 为 
CE) 大 (人 


和 
VT a 7 wt) 
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就 化 成 本 章 $ T 中 讨论 过 的 类 型 , 求 得 4% 后 ,再 将 之 积分 ,可 以 求 得 5- 
加 若 在 方程 (4) 中 已 知 一 个 特 解 4.( 四 , 先 将 (4 改写 为 


w+ pt)v’ + qr = 0, (8) 
吧 (4) 的 通 解 为 ( 即 全 部 和 解 为 } 
reyat 
e 
=% | C+Cs) Saray— ]， (9》 
其 中 CaC: 是 任意 常数 ， 


事实 上 ， 设 w(t) 是 (8) 的 任意 一 个 解 ， 令 YY= 2i2 20i， 刚 出 于 
vtt) 与 vt) 都 满足 (8) 可 得 
Wt pt di) = 0, 
w+ pw t+ qty = 0, 
将 两 式 适 当 组 合 可 得 


(s.r 一 了 性) 十 及 (zi 一 org) 一 0， 


即 
二 ， ， ) 
-了 0 二 (有 (0 0 
或 - 
办 + pVY= 0, Y= — sO, 
履 丰 在 常数 C* 使 
= Coejeceia ， 


因此 , xz(7) 满足 下 面 的 一 阶 方程 
| 上 ;和 一 Vr! 一 Ce- [res ， 
将 之 疏 每 为 


WI ~ WE @- jt 
L 人 2 地 ” 


所 以 


d ( 风 )=c， er ， 
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鼓 存 在 常数 CC, 使 
-pt 
_ Ae 
s=0 | CC Sp -atl. 
这 样 就 得 出 49) 是 (8) 的 全 部 解 。 
. 例 2 求解 方程 
fp 8m= 0 (ft 0), 
角 现在 =0，9= 一 2/t, 首 先 能 找到 一 个 特 解 z= 二 ， 恋 它 的 
全 部 解 淄 


vet [Ct 0 ear] Ce ron- ) 
= CjP+C: 二 ， 
其 中 局 与 C: 是 任意 常数 . 


3” 可 用 智 级 数 法 求解 的 方程 类 型 
等 级 数 解 法 的 理论 基础 基 下 面 的 定理 1 与 定理 3; 
定理 1 对 于 方程 | 
m+ po’ +q(t)s = 0, 
洲 碎 站 8 人 在 [二 之 ?上 有 收 人 皱 的 释 级 数 ， 则 在 在 在 [如 <* 中 妆 侣 
的 筹 级 数 解 
eb) = DC 
定理 2 对 于 方程 
tim +tatt}o’ + bie = 0, 
车 aly,2(n) 在 | 熙 < 内 有 收 令 的 短 级 数 , 则 存在 震级 数 解 
of)=ECt 《Cox0)， 


p 是 由 一 个 “指示 方程 ”确定 的 实 常数 ， 级 数 刀 Cx 在 1 <r 内 也 


收 敏 。 
这 而 个 定理 的 证 明 要 用 到 复 变 男 数 论 的 知识 ,这 里 从 赂 。 


“TI0， 


篆 级 数 解法 就 是 针对 不 同 的 方程 类 型 假设 存在 有 关 前 等 级 数 形 式 
的 解 , 将 之 代入 方程 ,比较 1 的 同 次 竹 项 系数 ， 得 到 团 级 数 中 系数 的 递 
推 公 式 , 景 后 求 得 知 级 数 的 解 。 现 用 下 面 便 子 加 以 说 明 ， 
.和 例 3 求解 方程 


-2918 一 4 了 = D。 
解 ”上 由 定理 得 解 的 震级 数 形式 为 
w=Ct Ot C+ 
令 2(0) =0，2 人 (0) =1, 得 Co=0,C=1。 从 而 有 
T= + CF Ot Cat + 
wt) =1+2aCt +3 Ct +t + ROH RF DC nt ts 
TE =2C, + EC +t + HO RT— 12? | 
+ (7 ICrnt tH IC, a + Fr, 
将 它们 代入 诛 方程 ,比较 上 的 间 次 媒 么 数 得 
Cr=0 Ce= 0 ,Cur = 0, 
6Ca-2-4=0， Cs=1, 


2 1 、 1 了 
Cs 31 Ts Curt 三 Cai 二 天 四 
一 般 地 有 递 推 式 
(H+ CRT I) Css 2CH + 2)C,= 0, 
即 
2 
Canss= Hii Cn 
页 


1 1 
二 号 6 ss 2X 十 上 na 
w(t}=t+i+ 2 十 … 二 页 i + 
1 i 。 
二 2 .fFf4 a tk -|= fad 
| 1+ + Rr + |=ter, 


这 就 是 原 方程 满足 初 信条 忻 (0) = 0。 2 (0)= 1 的 解 。 
例 4 求解 贝 宏 东 (Bessel) 方 程 
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tx Ge 
fe tt Hv 0, 
解 ” 此 时 方程 中 到 流 满 号 定 琴 2 中 闻 殷 让 条 证， 训 育 苔 下 形式 的 
涛 级 数 解 : 
v= Cte = TCptots, C0, 
Le | 
其 中 p 是 待定 常数 ，Cs 也 是 得 定购 常数 ， 我 们 有 
w= 1 (pthICtte, 
下 一 让 


二 二 py (Cp 小 kp+ 外 一 Or 
EL 
将 它们 栈 入 方程 得 
pthlprk- Cdrt BorkC 


+ SlCrtPrkt? _ 3 HH CEE = 站。 
k= 让 一 和 


对 指标 上 =0 有 环 [p(p 一 耻 +Pp 一 89JCot?, 阁 有 (Pp 一 ?985)Co=0, 而 又 
因为 Co 站 0, 这 样 得 到 指示 方程 
= 0, 
对 指标 天 =1T 有 项 [tp 二 1 一 VCi?， 下 六 所 讨论 p=18 交 0 的 忆 
形 , 国 为 (+1 一 4 六 0, 认 丰 C= 同一 般 地 有 Cssz1=9。 则 一般 
的 指标 上 = 全 2， 有 项 
{to tH ptrnm 1) (ot) IRICs Lot 日 
芭 得 遂 式 
Lip+R)?— HC tO, a = 0, 
所 以 对 于 p= 黄 沁 0 的 情形 ， 同 Carrs = 90， 疲 公 考 谋 = 2&k 检 形 ， 膨 
LO 2 一 Cop+ Cap-sa=0， 从 而 有 有 省 推 关 巡 式 
C= 【一 了) 四 
i 2 Rokt (m+ Rm RE 1 hi + 1) 


Co, 
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C= ir 
7 

3 or mtk+1) * 

注意 到 二 国 数 的 窒 交 下 持 用 


1 LY i (ariesde (0 时 }》, 


C 


ron) 一 ppt Tat C0 Ys 

= (光正 整数 时 )， 

了 3 二 二 
证 尽 划 一 旨 且 家 如 未 六 为 


nl) -如 Or tt 也 
和 湛 仇 六 2 Neumana) 责 数 ) 


Tn (CO HH ~ J mlt) 
Sin tT 4 


{— 1)* 机 十 半 
人 本 


Y ntl) 一 
这 里 


《一 了 3 Sk—m 
J _m(f) =- (+ + ET 了 ) ” 


易 知 ,对 任意 实数 多 7 与 了 (和 线性 无 关 ， 
所 久 ， 贝 塞 估 方程 的 道 解 并 
=) tO mt). 
俩 5 求解 方程 
PU +t A HY = 0, 
解 ” 令 2w=z， 册 有 


dy dy df dy diy dy 
dr 


Gf da = 六 dt» dr di* ， 
1i3. 


代入 方程 后 可 得 
oA 七 霹 六 和 + {dm — HY = 0, 


£9- 十 -9 二 一)2=0。 
这 名 属 贝 塞 尔 方程 的 标准 形式 , 故 有 通 解 
y= A ty + BY t= AT Az) + BY (Cs), 
这 里 妈 与 召 是 任意 常数 ， 
例 6 求解 方程 
y te*y=0, 


和 解 令 i=e:, 则 有 


dy dy 。 dy dy 
dy de dr dR +e 
于 是 原 方程 可 写 为 
2 
从 而 得 出 解 为 


y= ot) +C,Y ot) = CJ (er:) 十 CY oler), 
上 面 两 个 例子 说 明 ， 通 过 自 次 量 的 代 换 可 以 拒 某 些 方 程 化 沟 贝 骞 
尔 方 程 。 然 后 用 内 塞 尔 函 数 表示 它们 的 通 解 ，。 


习 题 


1。 求 解 下 列 一 阶 线性 变 系 数 方 程 ， 
DD ry y=2 7!, 

+l)y =4rtiy, 

y= X08 xX), 

BD (ry — 1}lnr=3y, 

二 xy + (TTY = re 了 


Cetidy= Yds+4lnydy, 
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Ei ap = AY, 
yr sin y= ry, 
人 Cn ln yy =Y, 
{Dm xdr= Cr — y+ ldy, 
rey py) :2 
ry 
ri 
2。 求 人 解 方 程 

YE = | 
353。 求解 方程 

fe- Ht)ydt= ox+ [yeat. 


| 
4, 斌 证 方程 Te “十 二 在 一 四 cf en 上 有 -一 个 有 界 解 ， 广 1feny | 过 


时，iE (cco) 瑟 册 这 个 解 ,并 证 明 如 果 函 数 (1 为 局 期 函数 ， 则 所 求 是 
的 解 也 是 屏 期 的 ， 


5， 设 在 方程 和 ad)z= Dead >C>0, 当 t+o 肝 ,HDL， 
试 证 这 个 方程 的 每 个 解 当 上 + ce 时 部 赵 于 零 - 

6， 解 下 列 欧 拉 方 程 ， 

D zy 4ry'+ y=0, 

ry Br t= 
ry y=5 x +Br, 
OD z+ yy =, 
rr 
OF+tHOY TH + -6y=0, 
7。 歌 当下 列 二 阶 线性 变 系 数 六 程 ， 
DD mr DY 2 ry + = 0 
rt + ry -4y=0, 
8。 已 秽 某 些 特 解 , 求 迁 下 现 . 广 程 ， 
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所 区 
OY zy Fay ~ a0 Y= 
‘iD y+ tor = 0, y=tg x; 
zy + Dy -2 y=0) 
DD x By=0; 
yy E+ y=0, t=sin x 
DD zy ry Y=0, i Xda 
DD pT DY 2 Y=0, 
Yi= Ys =" 到 


9， 如 里 已 生 方 程 y+ prYy 4 gy = 和 的 所 有 解 居 各 自 


的 一 阶 导 数 当 


x 十 吕 时 都 灯 于 零 , 试 问 P(z) 是 苦 尽 的 画 数 ? 


10。 证 明 , 当 etz)<0 时 ， 方程 y+ P(x)y+ gls) y=0 的 解 不 可 能 有 正 的 


极 大 值 ， 
11. 用 轰 级 数 法 发 解 下 刑 方程， 


DD -tw x = 从); 


® 工地 = 人 0; 


Br + tir=0; 


国 OI De 127 +4r=0 


[I ie 二 + {94 襄 T=0s 
BB tr + er 
( 提示 : ‘££= 8&0)，。 
12， 讨 论 下 列 各 函 煞 组 前 线性 相关 性 ， 
他 站 
区 eet, fe!, if?ely 
4-1, 2i-3, 61+8, 
® 0, 1, i 


et, et, en; 
Ot tl ti+3) 
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Df 

13。 已 知 下 询 各 组 基本 租 组 , 求 相应 的 线性 齐 次 方程 ， 
OD et ， Cs 

(sin 3i, cos 31; 

Be!, 1e:, ey 

+t, ,13 

1, 1-R; 


Sin ost 
1 和 .和 时 f 


4。 如果 方程 


dix dr 


-i + pf) -or +t PADESO {patt} 0 


的 基本 解 组 mi ,xs 道 合 关系 式 TIx2=14， 则 系数 Pa 人 ，Pa 必需 满足 什么 基 
系 7 在 这 条 件 成 立时 求 其 通 解 . 
15.。 设 了 =Y2i(i，2= Ya(t) 是 方程 


zx +ar=00>0) 
分 别 满足 初 铬 条 件 


x1(0) = 0, Hi(O) = 1s zal0) = ,wa(0) =0 
准 画 个 解 ,不 具体 求 出 ri，za( 币 喜 接 证 胃 ， 
@ a +a (oH ), 


@ 2 = rt), ral1) = -artl), 
78。 证 明 可 岂 用 变换 z= tty 把 二 阶 线 作 方程 
: d 
-于 十 pOD + (YX= 疙 


化 为 


2 


了 十 拉 3 直 天 属 ， 


并 求 出 0 和 红 检 。 
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85 线性 方程 组 初 值 问题 解 的 存在 唯一 性 


对 于 一 阶 线性 方程 ， 我 们 已 具体 求 出 全 部 解 ， 因 而 得 知 初 值 问题 
多 具有 存在 唯一 性 ， 对 于 二 和 挤 或 高 于 二 阶 的 线性 方程 以 及 方程 组 ， 能 
直接 求 出 解 的 分 析 表 达 式 的 类 型 很 少 ,这 自然 提 凡 了 下 面 的 问题 ,车 线 
性 方程 的 系数 (6 Ga 人 Der iD 均 在 xc<t< 有 内 连续 可 徽 ， 给 
定 丰 E CQ, 局 与 数 mozo oo 0， 则 关 阶 线性 方程 的 初 值 问 题 
他 + aE a ds = 大人， (1) 
DE) = Bot (fo) = wo BE Y= OD C2) 
的 解 是 否 存 在 量 准 一 ? 
下 面 考 虑 更 一 般 的 个 一 阶 线 性 方程 组 的 初 值 问 题 


于 (二 和 《4 

的 解 的 存在 唯一 性 问题 ， 

对 于 44( 四 二 4 (xR 常 方 阵 ) 情形， 我 们 已 通过 求 出 解 的 下 达 式 
而 证 明了 解 的 存在 唯一 性 。 下 面 我 们 将 通过 构造 逐次 带 近 迭代 序列 的 
一 致 履 敏 极限 来 证 明 解 的 存在 性 ， 通 过 一 些 积分 不 等 式 来 证 明 甫 的 唯 
一 性 。 

定理 设 阶 函数 方 际 4A(f) 和 2 维 画 数 向 量 郑 (在 区 间 
az<ct<8 内 连续 ， 又 给 定 加 E(a, 了 ) 与 如 维 常 向 量 %o， 则 在 区 间 
g<t< 之 8 内， 方程 组 (3) 的 满足 初 什 条 忻 (4) 的 解 存在 且 唯 一。 

证 第 一 步 ， 证明 (3) 满足 初 什 条件 (4) 的 解 等 价 于 积分 方程 组 


xd) -wt) {Ats)m(s) + f(s)}ds (5) 
的 解 。 事 实 上 ，, 若 多 (四 是 (3)? 的 解 , 即 有 
dmcf) 
ot 


ret (3) 


三 AD ee + fF 


从 妇 到 二 积分 上 式 两 端 得 
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wt) ~ wto) = f {A ms) + f(s)}ds, 


由 (4) 得 殉 ( 四 满足 (5)。 反 之 ,车 底 () 是 (5) 的 解 , 则 显 见 加 (ta) = wo， 
又 在 (5) 的 两 端 对 二 求 导 得 区 (四 是 (3) 的 解 。 守 (四 之 能 够 求 导 , 是 由 于 
灾 呈 )，ACt)， 了 (1) 崩 连 续 ， 疏 人 5) 的 右 喘 之 积分 〈 从 如 到 六 仍 是 二 的 
可 导 阴 数 。 
第 二 步 ， 构 造 华 卡 (Picard) 逐 次 慢 近 序列 如 下 : 
T=, 
(Ef) Wo + | {AtsImo tt FSY Hs, 


a cB) 


rn 


学 妇 纳 法 可 以 证 明 ， 寻 任意 自然 数 六 wk) 在 a<t<B 内 宪 连 续 。 
因此 , 按 (6}) 依 次 作出 六 代 序 列 是 可 行 的 。 

第 三 步 , 证 明 上 述 构成 的 阔 数 向 量 序 询 { 人 Ye ,%1(1), , 光 b(t)， 
…】} 在 区 间 <<f<8 内 内 财 一 致 政 伊 ， 即 对 于 任 一 闭 子 区 间 [4, 门 CC 
(oy) ,当天 + ec 时 ，2x( 有 在 [GE, 的 上 一 或 收 伍 , 或 等 价 地 证 明 级 数 

Nott} + LR EY — Wott tt LR — T(t) + 

在 [&, 站 上 一 至 收 铬 ,为 此 来 入 计 上 (一 oC 中 Ni) 一 部 1 人 | 
sR tf) 1! 记 M= max DD 沼 afb 时 ,有 


lI.(t) ~ ott) .= | | {(S)2o+ f(s)} ds | 
Mmol(b~a) + fs) ds. 
N= Migoi(b- a) + 人 f(s) ds。 于 是 , 当 G<H<5 时 ， 


有 
Fw, - wo EN, (7) 
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又 团 和 :有 与 多: 的 注定 义 可 庆 
Ct) ~ wh) = 4(s)[wi(s) - zs(s)1ds， 
所 以 ， 当 gs 时 ， 有 
(有一 zt < (3S) WCS) ~ ols) 1 ds 


<MI) Nds| = NMIt-t,l, (8) 
再 由 (8) 与 等 式 
wll) ~ Kat) = (ACEwds) ~ wi(s)]ds 
得 到 ， 当 a<t<b 时 ,有 
W(t) ~ Wf) < 1s- 志 ids | = 一 汪 . (tt, 


用 数学 归纳 法 可 以 证 明 , 若 已 经 证 明了 ,对 <t<8 有 


2 


和 一 = 二 


— lf—tl*!, C9) 
Writ) -Ja 人 区 二 上 4(S)[ei(s) - ws_1(s) Jds 

可 证 ， 当 4 专 f<b 了 时 有 
.25 的 一 wtf | ats) -ws)1ds| 


NM 
< | 人 as| 
< 人 


因此 不 等 式 (9) 对 性 意 天 = 1,3,… 都 成 立 。 从 而 对 任何 自然 数 坟 和 
1E [4,68], 成 立 不 等 式 


c NI! 
1 加 |. 二 
名 we 立 Ck- 1)1 
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WE k—1I 一 万 一 1 
er 


R=l 


因此 棋 据 散 尔 斯 特 控 斯 (Weierstrass) 尖 齐 法 ,向 景 函数 项 级 数 
ot) + LR) — BHD + + [Rd — E+ C10) 
在 闭 区 间 Ti, 的 上 是 一 狼 收 伍 的 。 由 于 [4 人 Cta,B} 是 任 点 从 ， 乒 
民 绥 数 (100 生 (wy 上 肛 内 阔 一 致 收 人 误 ， 记 它 的 和 六 多 (的 ， 那 束 区 天 
(ta, 让 内 是 连续 的 ， 
第 回 步 ， 因 为 当 及 >= 时 :gf 在 [Le 的 上 一 致 收 伍 于 于 (有 ,所 以 
在 (8) 的 两 端 取 极限 得 
和 (有 = wo +lim|. {Als) wr(s) + f(s)}ds, 
根据 一 致 收 伍 性 ,上 式 右 端 极 限 导 可 以 通过 积分 导 , 隐 得 
zt) = ot) { 刀 13) 入 (5) 十 站 CS) Gy 《11》 
在 8 sf 上 成 立 。 由 于 [的 二 (c 5) 的 任意 性, 得 (117 对 天 Eta， 
B) 成 立 ， 梧 积分 方程 组 (5) 存在 解放 (有 ， 它 在 a<t< 吕 内 连 革 ， 从 
而 得 证 线性 方程 组 初 值 问题 (3)。(4) 存 在 在 区 间 (a, 8 内 连 污 的 解 
T(t). 
第 五 步 ， 证 明和 解 药 上 唯一 性 。 设 寻 ( 甩 和 2 四 在 区 间 2 之 :过 8 内 都 
是 方程 组 (3? 的 解 , 旦 满足 间 样 的 初 值 条 件 (4) 即 


Tt) = Yo + 上 {Ats)rts} + fis)}ds, 
Fn 


os 有 = w+ 站 {A(s)w*ts) + fis)}ds, 
4] 


两 式 想 减 得 
wt) — wort) =[ {ACOITEY ~ prt) ds. (12) 


记 N= maxiw() — wD)i, 任意 [64, 加 C(te,8Y， 和 由 〔〈12) 得 


:mW ENMIt-t|, 
把 它 代 入 (12) 的 右 端 得 
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上 生 
| (s—1o) ds| 一 NM Itf-t,]’, 
ta 21 


wD -mENM? 


逐次 进行 可 得 ,对 #E Te, 的 有 
lw — wt ENMYt-t |/ {k=1,2,.), 
令 上 + 吕 , 上 式 有 端 趋 于 零 , 所 以 
|i) - wrt) = 0, 

即 完 () 三 wf (和) 在 [4,581j 上 成 立 、 但 是 [4 如 王 (&,B9 是 任意 的 ， 所 以 
得 证 初 值 间 题 (3), (4) 的 解 在 (a,8) 内 是 唯一 的 ， 

基于 唯一 性 还 有 只 一 种 利用 积分 不 等 式 的 证 明 方 法 ,更 介 绍 如 
下 。 令 灯 ( 站 =E( 和 一 ww*(#)， 则 由 (12) 得 


FE =- A ys ds, 


现在 t2=t, 情形 下 证 明 ( 对 {所 情形 类 似 可 证 ), 置 [V0)! = 2 办 , 则 有 


“<mMf u(ts)ds, 
[4 
令 ot) = xs)qs， 则 ww(Ey= u(t)， 鼓 有 
vt) EMyt), 

或 者 写成 

[oe ~- Mo(t) Je ins0, 
即 

_d_ Te=ac=eoott)]< 
dr i 

所 以 

和 站 仆人 tpt) 一 0, 
从 而 有 


[1 
但 因 f 守 HH， 且 W(5) 衬 0, 故 和 ) 关 0。 这样 就 有 从中 三 90。 但 #( 引 = 
wt)=0,， 所 以 yD) 二 0, w=2*(t), 1E (a,P), 
注 1 要 注意 的 是 解 存在 的 区 间 是 开 区 间 (&,8)， 以 后 将 会 证 明 
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线性 方程 组 前 钥 的 最 大 存在 区 间 为 开 区 间 ， 落 证 竺 了解 在 闭 区 间 上 存 
在 , 则 解 必 在 比 该 闭 区 间 大 一 些 的 开 区 间 上 存在 ， 

注 2 在 定理 的 证 明 中 , 取 (a,B) 中 的 位 一 著 区 间 [L4, 妃 ;这 是 因为 
只 有 在 斤 区 间 上 连续 通 教 方 有 界 ,才能 人 情 计 解 ,从 而 可 以 得 到 一 些 不 等 
式 证 衣 选 代 序列 前 一 致 收 伍 性 。 


3 4 线性 方程 组 解 的 结构 与 求解 


由 于 办 阶 线 性 变 系 数 方 程 可 以 化 为 等 偷 的 线 狂 变 系 数 方 程 组 ， 歼 
我 们 下 面 仅 侈 建立 线性 方程 组 解 的 结构 定理 及 求解 公式 。 
次 了 要 得 到 线性 方程 组 


A) vt) +F 02) (2) 


满足 初 值 条 件 
Lt) = Wo {2) 
的 解 的 结 裤 和 通 解 公式 ， 先 来 回顾 一 下 A4{ 力 三友 (% 阶 常 方 阵 》 的 情 
形 , 此 时 通 解 为 (对 了 (三 0 情形 》 
VLE) = eC 
而 e4! 的 第 了 刚 是 以 6,= 《0,0,1,0,…s0)7 为 初始 信 向 景 ( 它 的 第 
i 个 元 素 为 1, 其 剑 元 索 为 站 的 初 值 问题 的 解 中 (2)(8= 1,2,'" 9)。 
国 为 et 非 异 , 即 det(%w 吕 (和 ，w 吕 Er, 完 9( 和 )) 天 0， 因 此 人 X( 站 = 
eA = CPU) ,wD Xf)) 是 方程 组 (1) 对 应 的 齐 次 方程 组 的 
基本 解 矩 阵 , 而 完 加 ()，w 扣 (四,… wt(E) 荐 关 个 线性 无 关 的 基本 解 
组 。 现 将 这 些 结 漆 推广 到 变 系 数 情 形 ， 
我 们 有 下 面 的 结 梁 ， 
定理 1 (i)》 对 于 方程 组 (1) 对 应 的 齐 次 方程 组 
< =- 402(， (3) 
必 存 在 # 个 在 (a,P) 内 线性 无 关 的 解 向 量 op (2，p.( 和 pal 了， 
《ii) 车 个 解 向 量 (和 ，Pzt2) ,nl 让 在 (ta,B) 上 线性 无 
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尖 ， 则 和 矩阵 


X= CB) 入) (C4) 
梅 成 3) 的 基本 解 孝 库 ， 且 初 值 河 题 (3)，《〈2) 的 解 可 表示 为 
R= EDR Nm,. £5) 


一 般 地 ，(3) 的 通 解 沪 
定 尺 韶 泊 基 (Wronsky) 让 列 式 帮 ( 乓 二 det 坏人 区， 那 末 
艺人 (站 为 基本 解 敌 阵 生 人 全 人) 关 0，FECC (C6) 
> Ea 8B), Wit,) 夫人， 
且 有 
A OD tA WE), (7) 
其 中 tr4(#) 为 矩阵 和 40E) 的 对 第 线 元 来 之 和 ， 即 有 
LS 上 Dias) ds|， C8) 
Po 点 一 ] 


A = (a00)) 2 =1,2,. 1, 

证 (i) 与 常 系数 情形 类 似 ， 任 取 大 ECe， 有， 拘 成 吕 个 初 汗 阅 
题 ，W;( 如 =e:， 由 3 知 存在 方程 组 (37 的 天 个 表册 时 PR= ls 
2>., 1), 分别 满足 gf0) = eis i [Lot) 1 = (pr, Ct}, Pct) ,ss 
Pen ct)), 

现 米 证 的 人， 的 oa 人) 线性 无 关 。 用 皮 证 法 车 (人)， 
Ps 和) 四 att) 线性 相关 ,中 存在 不 多 为 0 的 CCs…,Ca 价 


Cm = 90> TCP) =0, 


即 有 $1 Ce:=0, 所 议 C,=0, 2=1,2,. ,7 矛盾 。 
并 


ii) 首先 易 验 证 w= OOC，X(f) = (Pi ， (天 
{3) 的 解 ， 且 det 芝 (f 关 0， 即 芒 (8) 为 《3) 的 基本 肖 吞 辽 ， 区 证 
对 (3) 的 任意 一 个 解 %w(f)， 一 定 存在 党 和 疝 下 从) XC 取 
矶 Et(ayB)。 因 为 的 (页 》，9s 人 有 9》 是 于 全 线 许 泡 甘 疝 其 ， 
隐 此 对 和 酝 一 常 同 量 g(t)， 存 在 常 启 景 下 = (CCss，Ca) ,这 
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UD) = 名 Cg (tr) ， 流 到 这 个 常 向 量 C， 构造 新 的 册 量 Y (1) 


= CPt), 下 而 证 VV() 二 %(t)， 究 实 上 ， 星 然 有 (和) = (10)， 
玻 册 33 季 定 昼 印 满 足 同 祥 初 亿 笨 件 {6》 的 方程 组 (3) 的 解 是 唯一 
的 , BI 外 (二 wf) ,LE (Ca,P), 所 以 w(t) = 加 Ceps(t)， 对 iE (0,0) 
成 羡 。 

有 有 本 通 解 w(2) = XC)C, 将 初生 条件 代入 即 向 (10) = (OC ， 
= wt)， 也 访 得 初 竹 间 题 (3), (2) 的 解 为 

w= KOR DY, 

为 证 明 公 涉 (7) 与 (8) ， 先 计算 导数 -9 -根据 行列 式 的 定义 

及 和 , 积 的 导 和 被 公 式 , 可 以 得 出 


Dt) Wulf) lt) 
dW (tf) Wat) Vall) nF) 二 
df 1 | 


| Partt) Pn2 lt) gt 


! Put) Dl) ne) 


| Parl) 9 人 人 人 
: : : 9 {9 


+| 
1.  . ， 
] at) go 人 的 Pant) 
{9) 式 中 的 右 户 布 关 个 行列 起 ,第 一 个 行列 式 等 于 到 :站 你 (全 ， 情 次 
得 第 大 个 行列 六 等 本 (自序 (1 这 梯 由 (9) 式 硫 得 证 (7)， 

邮电 角 各 (C8), 二 所 知 (6) 成 立 . 证 华 ， 

公开 (8) 太 之 为 刘 维 东 (Liouville) 公 友 ， 

定理 2 :省 六 方程 组 (1 的 通 解 公式 为 


Em) = NO. +[ KsY f(s) ds, 《102 
箱 初 嘎 癌 题 (1) , (2) 国 解 可 以 表 为 
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w(t) = XDA to KK ls Fsyds, (11: 


其 中 X(t) 为 丰 庶 于 (1》 的 齐 次 方程 组 (3) 的 基本 解 算 阵 . 
证 用 常数 变易 法 证 明 。 与 妇 ( 三 刀 ( 基 阶 党 方 阵 ) 情形 类 似 ， 可 
以 令 人 (317 的 解 为 
w= RIC), 
将 之 代入 方程 (1) 得 


碟 (2) = F(t), 


dCd) 
~ 
即 


dD xi st), 


两 边 积分 得 
CD = Xes)ds+ Cu 
故人 1) 的 通 解 公式 为 
w(t) = 大 (区 人 十 Xf A US Fs) ds, 


定理 2 的 前 半 部 分 得 证 ， 
将 初始 条 性 (2) 代 入 (10) 得 到 
Co= Bln) = XC, Co = I) mr, 
因此 初 佣 问题 (1)，(2) 的 解 公式 为 (11)。 定 更 2 证 毕 。 
公式 (11) 可 改写 为 如 下 形式 ， 
w= Ut w+ Ui,s) Fs) ds 


其 中 世人 tt 丰 = 天 (下 -41 加) 称 为 转移 拒 阵 ， 
关于 转移 午 阵 Ut,t0), 有 下 述 性 质 ， 
(C1) UC,)= 了 (单位 方 阵 )， 
(Ci) UC, SU (s,s) = U(r) 
Ciiy CF, 5) = Us,), 
这 些 竹 质 的 证 明 是 容易 的 , 留 给 读者 作为 练习 。 对 比 性 常 系数 方程 纽 ， 
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~ 


有 也 (tsS) =e 
落下 (= 吾 ， 五 为 单位 阵 ， 且 下 (有 为 方程 组 (3) 的 基本 解答 
阵 ,别称 可 (如 为 称 准 的 基本 解答 阵 , 此 时 世人 (区 = 下 (人 蚊 。 
一 阶 组 性 变 系 数 方 程 可 以 化 为 线性 变 系 数 方程 组 ,其 生 


oo-( 7D=(ro) 


这 里 wf) = oos2 = 了 。 下 面 推导 二 阶 方程 的 常数 变易 公式 。 
设 解 zittit) 是 二 阶 齐 次 方程 的 满足 如 下 初始 条 件 
wfosto) = 1, witosto) = 0 
的 解 。 又 设 :ti 加) 是 二 阶 齐 次 方程 的 满 是 初始 条 件 
w(t = D， EM to) = 1 
的 解 ， 则 转移 矩阵 为 
1 
Us KD (ent) to)) 


故 有 常数 变易 公式 
( 风 )=Ut( 六 2 pow) )as 


因为 现在 只 需求 解 二 阶 方程 ,所 以 只 攻 写 出 表示 2 的 公式 
ot) = otet ost m+ | mt,s) f(s) ds 12) 
注意 以 前 在 常 系数 线性 方程 的 情形 ， 常 数 变 易 公式 中 积分 项 的 核 汪 开 
用 k(t 一 5s) 米 记 的 ， 它 是 二 阶 线性 齐 次 方程 的 逢 ， 且 清 足 k(0) = 0， 
KC0) = 1， 这 个 函数 实际 上 就 是 式 (12) 中 的 ws(f，5)、 
十 1 求解 方程 fw* -2%=t (0)。 
解 ” 先 化 为 等 价 的 方程 组 


人 1 二 六 
， 2 1 C13) 
他 3 二 el 十 Fs 


下 面 攻 三 称 方法 求解 ,这 些 方 法 都 要 用 到 (13) 对 应 的 齐 次 方程 组 
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1 二 vs 
| 2 (14) 
Va 在 爷 

的 基本 解 矩阵 或 两 个 线性 无 关 解 ， 


由 $2 知 ,如 与 1/t 是 原 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 两 个 线性 无 关 解 。 
且 基 本 解 撼 阵 为 


解法 一 ”用 常数 变易 法 。 令 


wt) = KOE = 


2t - A/ \ Cp 
将 之 代入 方程 组 (13? 得 到 
1 | 
2 /Ci | 0 
2 -CD /+ 
解 得 
1 1 
| 0 , 上 £2 一， 
7 _ ft i: |_ 1 
CD =| 1 | / | 1 | B27? 
十 -二 |- 
| 1 | 
| 0 二 - 
CH) =| | {li, 
， -Ff 1 | 2f 了 3 
| # 


积分 之 ， 得 到 C(t) = 一 二 十 人 C(t) 三 -tC 所 以 
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万 
+ 
解法 二 ”用 常 狼 次 易 公 式 求 解 : 注意 到 章 次 方程 的 通 解 为 C+ 


s) = CPICD) ,二 = Cf:+ Cs —- 


1 和 YE 让 
Cs: 二-， 现 用 公式 法 求 非 齐 次 方程 的 特 解 ， 
Br KX FCS) ds， 
ul 


沂 以 


名 和 二 放 * 一 {( _ 于) 人 -~- tt 5 )as = 十 - 襄 一 -3 t， 


去 控 卉 次 方程 的 首 解 中 包含 的 项 与 -+ -区 ， 得 非 齐 次 特 解 为 ~ 冯 志 
这 里 用 到 


-一 
ed 
壕 
亚 
| 
pt 
1 
I 


X= 上 | KX-i(s) = 
1 


2 


1 "03 Ss? 
注意 这 里 求 -1(3) 镑 复 桨 。 把 齐 这 方 各 通 解 与 非 齐 次 方程 特 解 释 加 
总 洲 就 得 到 非 齐 次 方程 网通 解 ， 
解法 三 ”用 形 如 〈12) 前 带 数 变革 公式 ， 这 是 一 个 直接 形式 的 公 
式 ， 
先 求 解 初 从 问题 
RAO,S) 2K (1,S)=0, 
je D， 
LE = 
吕 齐 坎 方 程 信 通 解 出 发; 用 常数 变易 法 , 令 
Kif,s}= Cs)P+C:S) TF， 
册 初 始 条 忻 得 
0= Bi,8)| es= C8) EC) 4, 


* 129 * 


1= 开 (bs)| -= 2C(ss- C(s) 去 。 


解 得 Cs) =， C2(s) = ~ 故 有 


非 齐 次 方程 的 特 解 为 


z= {Kt,s)f(s)ds= [We 二 -~ 元 s*) ! ds 


_ 1 1 
ster a 
因此 ， 原 方程 的 通 解 为 
w=Cti+ Ci 3 


例 2 设 线性 齐 次 方程 组 
[Et 
六 = A + drt 
er sinf 
_ EE = 
有 一 个 基本 解 逢 隆 XD=( 。 1 


(C1) 求 QtD) (17= 1,2}3 
《ii》 求 转移 矩阵 UCt,s), 并 证 明 它 与 基本 解 矩 阵 的 选取 无 关 
(iii》 求 解 初 什 问题 


全 =au( w+ dat)y +ter, 


d 《15) 
和 = Wor + 区 全， 
wD = YO) = 1, 16 


解 〈i) 将 (5,4)= (Ce:,0) 代 入 齐 次 方程 组 ,得 
130 . 


et= (7) et HA = 1, 
0= ait et——IA tt) = 0, 
又 将 (= (Sint ,1 代入 齐 次 方程 组 ,得 
cosf=sint+ mA) St) = 005 t ~ sint, 
0=Sin tf a(t) + daw tt)— S(t) = 0, 


所 以 
1 cost— sini 
AA) = 。 
(={ ， ) 
(i) 转移 矩阵 为 
:sint [1 _ sins 
Ud,s) = XX) = Yn 1 全 人 6 | 
0 1 0 1 


=( es essins+sint ) 
0 1 “ 
对 任意 基本 解 窍 阵 仿 (t)， 存 在 非 异常 数 筑 阵 CCdetC 关 0) 使 证 (t) = 
辟 ( 间 CC 故 刘 -1(8) = CC 训 -153) 而 吾 ( 具 至 -3 = 下 ( 提 CC-L 瑟 -4603) 
= 芝 ( 四 区 -5)， 所 以 ,Uf,5) 与 直 本 解 矩阵 的 选取 无 关 、 
《让 ) 用 常数 变易 公式 求解 初 值 问题 (15), (16) ,得 


“et sinf vr 1 tm er int\ /se 
( 7)-( X 1 i € TY CO )ds 
= 人 )+ (~ °°) 


。 基 
| 台 二 sin 十 本 
1 


最 后 ,我 们 讨论 % 阶 变 系 数 线性 方程 的 求解 ， 以 下 是 几 种 可 以 求 


解 的 方程 类 型 ， 
(i) 欧 拉 方程 一 一 可 常 系数 化 的 类 型 ， 2. 
讨论 如 下 形式 的 方程 ， 
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ta ti i DF tr + aw = F(t 0), 
其 中 G'day a 都 是 常数 ， 令 5=Int, 则 可 以 用 归纳 法 证 
政 
明 jxzt 可 用 w，- 全 ,下 和 组 台 表 示 ， 最 后 就 化 为 阶 常 系数 


的 线性 方程 ,但 自 变 量 要 换 成 zx， 未 知 函数 仍 记 为 mr)。 
例 3 求解 方程 多 
fw 一 7T2t — 22= 0 [0 


dz 1 ds 
解 令 ? -tf 则 wr dr? 


do 11 dz de 
w= -= dr “， 


;dw 1 /dw ,dw dz 
v= dt 下 ds ”dr + 27dr )， 
原 方程 就 化 为 常 系数 线性 方程 ， 
diz dw 


它 的 特征 方程 为 
43 一 二 4 汗 昌 4 一 人 一 个 ， 
特征 根 a, 一 2{ 音 重 ) ,4 = 4 = 1 (两 恒 根 ). 可 得 后 一 方程 的 解 
w= + (Cr +t )er, 
还 原 得 原 方 程 的 解 
. t=CF+ Cnt Co 
(ii) 已 知 方 程 的 上 个 特 解 zw 站 ,8 和 ,wnt (10>> 上 之 1), 由 变 
扶 
| w=.(t) fy df, 
可 以 特 原 方程 化 为 关于 新 的 未 知 遂 数 9 的 #1 阶 方程 ， 青 作 变 换 
y= w(t) ydt, 
出 上 述 关于 多 的 方程 又 可 以 化 为 关于 新 的 未 知 函 数 Y 的 -2 阶 方 


“189. 


程 ,依次 作 类 做 的 变换 Y= wD jdf yj 
性 为 关于 新 的 未 知 函 数 久 的 基 - 天 阶 方 程 ,这 种 方法 称 为 降价 法 ,而 方 
程 的 淮 型 称 沟 可 阵 阶 的 方程 。 

习 题 


1。 求 下 列 广 得 组 的 通 解 : 


[= 本 
二 ，. 

[y= i 

” x 

芝 = 站 
of 

y=w+Yy, 

* _ {r+ 

i+ ? 
时 * —T— ty 

yy #2 二 二 

La 多 一 纪 
@ 

|] _ z+y 

tu= i 本 
加 Ty, 

tay=3r+ 人 YY 

Xrcost=0, 
oi 


y— ze sinf= 人 0. 
z= f(y + ye), 


y= — x8 yf (iy, 


{ 
= EY 
1 言 于) 
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tr =T+Yy, 
[ss - 
t= 一 2 


nm tix +2 r+ttr= 0, 
yt 3y-tr=6, 
(提示 ， 令 g=+7) 


a 
To 


3 一 2 
@ { +H=t2, 
到 十 区 二 了 
fF ry) = 
ty t+r+sy=13, 
六 { 工 +H=1, 
1 y+37=f1lnt, 
12x tHEY+E+Yy 二 +1， 
fy +ir ms—- y= —t—1, 
2。 求 已 给 初 慎 向 题 的 解 ; 
{x+y=0, 
D jg+r=0, 
zt1)=2, yt1)=0 


[网 y=T+ -IT+ -全 工 y 


纺 1 = ty 
Xl}=1, vel)=2, 
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| 2 
x =2, YVR) =8, 2(2)=1, 


fx =2x—t, 
B y= -r++t, 
fi z=—T—#ty+t2+t, 
zt1)=1, y=1, (1)=1, 
了 。 试 作出 以 下 列 各 方 阵 作 为 基本 解 矩 阵 的 线性 齐 次 方程 组 ， 


(se! +2 sind), e lt(sin Sf -2 cos6i) ) 
82tf sin t+2cosfi), 6 cos t+3 sin 61) 1 


(和 —sint ) 
et sint, cost : 


4 设 aif Cf) (Ci,j=42,3) 在 (~soy+eo) 上 连续 ,已 知 方程 组 


- 写 :- < CTT Tf) ryt dt)} res 
Se = Gntl) rt 021) rat Wg!t) zs, 
. -sa rst ow st, 
对 应 的 齐 次 方程 组 有 基 解 短 阵 


二 eb, 0 
(2 ( 工 十 上 et， = 
-1 fe ee) 
试 求 所 给 方程 组 的 逢 和 解 及 满足 初始 条 件 zi(0) =0 GQ =1,2,3) 的 解 ， 
(提示 : 利用 通 解 公式 和 初始 条 件 ,) 


于 


5， 如果 四 (i) 是 方程 组 -于 -= A(1)x 的 基本 解 短 阵 , 则 外 "1(1) 是 共 辆 广 
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程 组 -全 = - 4* 0)x 的 革 本 解 沾 阵 ， 此 处 罗 " (让 ，A() 分 别 为 矩 陈 中 (f， 
有 [的 转 置 方 阵 . 
6。 设 区 =g(t) 是 方程 组 - = 4(Dx 的 解 ，x=%(f)》 是 它 的 共 频 方程 


dX 
Dx 的 解 : 试 证 明 


(人 DCD)= 局 和 人 D 天 6 = 常数 . 


(提示 : 证 明 -pkD, 划 7=0.) 
7. 证 明 若 本 解 短 阵 完全 决定 线性 方程 组， 即 如 果 方程 组 
车 =44Dx 与 - 征 = B6pDx 有 相同 的 基本 解 矩 降 ， 则 A) 宇 
BCf)， 这 里 肌 ( 人 ，B(f) 均 为 4 阶 方 阵 . 
8. 设 U(t,s) 是 方程 组 -下 = 4(Dx 的 转移 矩阵 ， 试 证 ， 


a 
© -二 2 UA)s 


@ Ud,s)=I+ [AwU er Var 


@ Ut,s)=I+ [vad Amar 


这 里 I 是 单位 方 阵 ,fysE 《月 ) 。 
9 设 方 和 值 函数 长 们 在 -ost +oo 由 是 连续 的 ,并 县 存在 加 后 


det 天 (to) 天 00， 如 果 关 系 式 
RX)SEX + 3), 


对 任何 fs (一 cy+co) 成 训 : 且 瑟 人 00 存在 , 试 证 存在 方 阵 半 使 得 
于) 二 e441, 


10. 设 4D=( . )， 试 说 明 
=exp (fi 4s) ds je 


不 是 方程 和 = 4 人 天 的 证 。 
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11。 证 下 在 1 于 这 证 RC,s) 企 0st 上 六 续 ， 试用 未 这 还 省 法 二 
上 明 Wolterra 积分 方 名 
zt = ft)+ [Xe sr) ds 


的 解 在 130 上 存在 且 只 一 。 
12。 设 了 (六 ,80D 和 了 让 在 开 区 闻 & 之 1<< 有 内 是 连续 的 ， 斌 证 阴 ， 初 依 问 


题 
2 站 = 
-+ pt) + ar fh) wto) = wos THo) = zo 


的 解 在 at< 电 内 存在 耳 唯 一， 
13。 在 线性 方程 邓 看 在 唯一 性 证 明 中 ; 取 L0,8]C (9, 月) 的 手 筷 可否 浓 去 ? 说 


明 诛 国 。 
T4， 设 站 阶 方 阵 4 在 act < 有 内 连续 ,并 且 成 闻 莹 等 式 


4 -ds) ds [ (SS 


试 证 zs exB (4s)as) z 是 齐 次 徽 分 方程 组 -9 = 4(pD= 的 解 。 
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第 四 章 ” 续 性 系统 模型 及 应 用 


$1 具有 小 振幅 的 质点 振动 一 一 线性 振动 


振动 是 日 常生 活 和 工程 技术 中 常见 的 一 种 运动 形式 ， 例 奶 弹 簧 的 
振动 , 钟 押 的 往复 摆动 ,乐器 中 弦 线 的 振动 ,机 床 主轴 的 拨 动 ,电路 中 的 
电磁 振 葛 , 枢 轴 的 担 振 ,有 载荷 的 横梁 的 振动 等 等 。 在 第 一 章 中 提 到 的 
摆 在 平衡 位 置 附近 的 军 动 与 巧 挂 重 物 的 弹 筑 振动 及 收音 机 的 接收 回路 
的 简化 模型 等 均 局 质点 振动 。 本 节 讨论 具有 小 振幅 的 质点 振动 ， 例 如 
数学 摆 的 微小 振动 可 以 取 多 近似 代 玲 运动 方程 中 的 sn, 得 摆 的 运动 
方程 


dg  # dp, gg,. ， 
十 十 1 dr 十 f 二 0， 1) 
或 者 
dn A dog, si 
tm dt mt, (2) 


其 中 (tf》 为 在 摆 的 运动 方向 上 作用 于 捏 的 一 个 人 外力。 摆 的 初始 状态 
可 用 下 列 初 值 条 人 忻 猎 述 : 

PO = po, 四 (0= 品 0， {3) 
其 中 wo 表示 摆 的 初始 位 置 ，w。 表示 近 的 韦 始 角速度 。 及 例如 状 挂 重 
物 的 弹簧 的 微 振动 ， 其 位 移 |z| 较 小 ， 利 用 虎 克 定律 知 恢复 力 与 位 移 
成 正比 ,因此 有 运动 方程 


2 
m9 十 Crete -=0. (4) 


这 些 例子 描述 的 运动 所 以 称 为 线性 振动 是 因为 运动 方程 均 是 线性 方 
程 。 下 面 以 园 的 微小 振动 为 典型 例子 分 本 线性 振动 。 
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一 、 无 有 盟 尼 自由 拔 动 


现 考 虑 摆 的 无 阻尼 微小 自由 振动 。 它 的 方程 是 
dm 二 三 《5》 


置 ma*= 号 /其 中 四 > 是 带 数 ,(5) 盛 为 


Ea 
9 十 外 2 = 0。 (6) 
易 求 得 方程 (67 的 通 解 为 
v= Asintmt+0), 《7) 


其 中 4，8 为 任 间 常数。 由 此 可 知 不 论 何 种 初始 状态 pC(0) 与 (0)， 
部 对 任意 4 与 4, 摆 的 运动 次 是 一 个 正弦 函数 , 它 是 周期 为 了 = 32/a 
前 函数 。 这 种 运动 称 为 阐 谐 插 动 。 易 钮 了 就 是 振动 往返 一 次 所 需 的 
时 间 , 而 y=1/T=@/2 是 单位 时 间 内 振动 的 次 数 ， 称 之 为 闫 让 。 
已 = 22z? 称 为 加 频率 ， 由 此 还 知 摆 的 周期 上 共 依 态 于 摆 长 六 而 与 初 值 
无 关 。 叉 4 称 为 所 的 拆 幅 , 它 是 拷 离 开平 衡 位 置 的 最 大 偏离 ,8 称 为 
和 位相 。 这 下, 振幅 和 初 位 祖 都 依赖 于 初始 状态 。 

现 考 虑 一 个 特殊 的 初始 状态 ， 把 摆 移 至 位 置 p= po 处 ， 然 后 突然 
扒 开 ,使 其 自由 摆动 。 这 时 初 值 条 件 (3) 成 为 

9f0)=0o， PO0=0, (28) 
易 求 得 振幅 4= om, 初 位 相 日 = /2 的 特 解 为 
P= po0 not + si/2) = po Cos OF, 


二 、 有 了 妆 尼 自由 振动 
由 通 和 解 (7? 可 知 ,无 阻尼 的 折 由 振动 是 按 正 汞 规律 作 半 期 运动 的 ， 
摆动 做 乎 可 以 无 时期 地 进行 下 去 .上 但 是 实际 情况 是 ， 经 过 一 段 时 间 后 
摆动 就 会 停 下 来 ， 柯 见方 程 (5) 并 没有 完全 反 鲜 可 的 运动 规律 。 实 际 
上 ,必须 把 空气 阻力 这 一 因素 考虑 进去 ,这 样 ， 底 得 出 有 阻尼 的 自由 振 
动 方程 : 
"139» 


0 (9) 
记 6=H/220，@?= AH， 这 里 与 @ 时 大 于 零 ;( 引 可 以 写 威 
-3 + 235- + osm = 0, {10) 
对 应 的 特征 方程 为 
A2+25A40:= 0, 
特征 禄 为 


A 三 一 Et Eo, 
下 面 对 不 同 的 租 尼 值 5, 可 得 不 阅 形 式 的 微分 方程 的 解 ,从 而 了 世 就 得 到 
不 同 的 振动 形式 ， 
人 i》 小 阻尼 情形 ,好 5 之 @ 的 情形 。 此 时 方程 10) 的 通 和 解 为 
m=etC, co vt + C, sinvt), {11) 
其 由 Ci 与 C。 是 任意 常数 ，"= Va-L。 (11) 又 可 写成 
v= Ae sintyt 十 日 ) ， 《1 2 
这 里 妃 与 8 为 任意 常数 。 由 (12) 可 网 |@|S|141e， 基 (12) 的 孜 数 
图 形 被 夹 在 两 条 曲 级 =|4le “与 p= 一 |4le 5 之 间 《 见 图 4.1 中 


时 140 井 


族 两 条 庶 线 )。 显 见 朵 为 阻尼 4 在 ,所 >>0, 扶 的 最 大 偏离 随时 间 增 大 
面 不 断 减 小 , 独 罗 最大 偏离 趋 岗 手 零 ， 即 摆 趋 向 于 平衡 位 置 = 0。 流 
意 到 此 时 (12} 阴 加 形 昌 不 是 周期 8 汐 ， 但 摆 从 一 个 最 天 储 离 到 达 同 侧 下 
一 个 最 大 偏离 所 需 的 午间 了 =2x/s 是 所定 不 实 的 , 仪 信赖 于 vs。 总 
之 ， 形 如 (12) 的 解 委 未 小 阻尼 情形 控 的 振动 古 振 丹 浙 诚 并 最 终 赵 于 均 
的 在 平衡 位 置 = 0 的 两 高 章 杏 动 。 
《ii) 大 阻尼 情形 地 6>6 的 情形 。 这 时 特征 方程 友 两 个 不 同 芍 

龟 实 根 4<4i<0 方 程 (40 的 通 解 为 

及 = 人 et tCet:, C13) 
其 中 人 与 C; 基 尾音 常数。 用 初 信条 性 (3) 得 

C, + Cs = Po, 人 二 有一 as 
解 之 求 得 
Ci= {pds — mo) (hs — A), 
C= (00— Pod/ {As — AY, 
易 知 CC 的 逢 号 与 (94 一 Do) (Bo 一 odi) 的 符 与 相隔 。 国 为 
(paas — ICO0 — oa) = — hain ot padot dit As) 
= ~ 0 26000 = ~ (RL + EOP + OL) 

所 以 Qo/ Po hs A CD 或 Qo/ o> A > 时 CC 之 0， 特 福地 对 @ 6 = 
0,80 之 0 的 情形 ,有 上 :Ca 到 六 此 于 

0= Cett + ie {14) 
的 解 寺 有 且 仅 有 一 个 ， 即 择 通 对 平衡 位 置 8g= 0 一 次 坟 侈 一 次 ， 见 图 
4.2{2)。 又 戎 和 <aoyfgo<h<0oCiCs>0， 得当 于 go>0 又 oo<0 且 
dpo<an< io 时 ， 《it7 沾 解 二 不 存在 ， 即 摆布 通过 平 窗 位 置 吕 =0， 
注意 册 天 oa 攻 各 0 又 Neo oo 天 Co 这 0, 局 汇 


9 Ch ew 4 C he 0, 
lint wt} = 0. 


见 此 时 摆 单 润 地 趋向 于 平衡 位 置 @ = 0。 见 图 4.2(C)， 对 CiCa<0 
的 情形 ， 最 多 只 有 一 个 时 肇 情 便 - 唱 -= 0, 即 Chene+ Cshsern =0， 
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又 易 和 期 当 t> ce 时 ，0( 纪 -0， 斋 现时 可 能 出 现 的 情形 就 是 图 4.2 
中 的 (Ca)、 (2 、 (三 种 。 总 之 ,振动 式 衰减 不 可 能 ,这 就 是 押 谓 的 非 周 
期 过 程 。 


人 ~ 
0 AN Yio i 0 1 
La} (6 


(e) 


图 4.2 


(二) 临界 阻尼 情形 ， 即 二 = @ 的 情形 。 这 时 有 重 特征 根 和 = = 
5， 方程 (10) 的 通 解 为 
P=etio, + CN), C15) 
其 中 CC, 是 任意 常数 ， 易 基 已 =Jp，Cs: = bpowo， 可 见 提 的 运动 
不 是 周期 的 且 押 也 不 具有 振动 的 性 质 。 搂 可 能 不 通过 平衡 位 置 p=0， 
也 可 能 仅 通 过 平衡 位 置 p=0 一 次 。 娄 似 于 图 4.2(e) (人 (23， 数 值 
E = o 称 为 陛 尼 的 临 采 值 。 这 一 数值 正好 足够 排 制 振动 。 这 里 临界 值 
前 意思 是 指 , 摆 在 5>% 时 不 具有 振动 性 质 ， 运 动 规律 如 图 4.2， 面 当 
5<0 时 , 控 具 有 振动 性 质 ,运动 规律 如 图 4.1 所 示 。 


三 、 无 阻尼 强 追 振动 
摆 的 微小 振 旷 强迫 振动 方程 可 写成 


dp pop 并 I 
tp d+ Pz ty = H sin pt, 16) 


鞭 中 及 为 己 知 常数 ,p 为 自力 的 加 频率。 现 考 虚 元 险 尼 , 即 #=0 刚 情 
形 。 令 0 = gt。 这 时 方程 为 
» 4119, 


9 +omm = sin pt, (17) 
相应 线性 齐 次 方程 的 通 解 为 
n=/A1siniwt+6), 
其 中 有 ,6 是 任意 常数 ， 
著名 关 户 ， 唱 可 求 得 疗程 (7) 的 一 个 特 解 


a 


地 sn pi, 
从 年 方 程 (17) 的 通 解 为 
二 sa pt, (18) 
上 式 右 端 第 一 部 分 巧 无 阻尼 自由 氛 动 的 解 , 它 代 立 问 有 振动 ,第 二 部 分 
是 振动 频率 与 外 力 频 率 相 加 ,而 振幅 不 加 的 解 , 它 江 实 由 外 为 引起 的 强 
仍 振 动 。 从 518) 式 可 见 ， 姐 果 外 力 的 图 闫 率 $ 越 接近 固有 加 频率 @， 
则 强迫 振动 项 的 振幅 就 越 大 。 

著名 = 力 , 则 方程 (17) 有 形式 如 下 的 鞍 解 


P= Asin(am! +H)+ 二 


HH 
B= pi tCos of, 


从 而 (17) 的 通 和 解 汶 
食 二 Asin(ot+9) -2 CDS ot C19) 


它 表 示 随 著 时 间 增 大 , 横 与 平衡 位 癌 吕 - 0 沪 仿 次 将 无 限 增加 。 这 种 现 
条 称 为 共振 现象 。 烛 是 :实际 上 偏离 不 可 能 无 谍 地 增加 。 由 此 可 砚 ,到 
一 定 的 俩 离世 后 ,方程 (17) 就 不 再 能 入 好 下 摘 进 朱 的 运动 状态 了 ,其 
原因 是 忽略 了 阻尼 这 一 因素 。 
四 、 有 有 阻尼 的 强迫 振 开 
这 讨 摆 的 返 动 方 程 是 


和 + 2 +ay= BH sin pt, (20) 


钢 仅 讨论 小 阻尼 情形 , 即 o> 的 情形 。 可 以 求 得 方程 (20) 的 特 解 


= Beos pt+C sin pi, (21) 
其 中 
_ -25pH _ 0- pH 
Bo p) rp’ Ctor pide (22) 
将 (21) 化 次 正弦 冰 数 形式 
= He* sin(ptit+ 0*) 
其 中 
He /BO ~ i 
VB + AAA (的 2 一 pt dep » 
0*=tg | 2 * 
这 时 方程 (20) 的 通 解 是 


-tr Sl ed ] 是 
w= Ae!: nevt + 0) 十 Dr SIn (pi+0"*), (23) 
其 中 4,6 基 任意 常数 ,p= Vo 一 2 

从 通 解 (23) 中 可 见 ; 押 的 运动 是 由 两 部 分 合成 的 ;第 一 部 分 是 有 阻 
尼 的 自由 振动 ; 它 是 系统 本 身 的 国有 振动 ,其 振幅 随时 间 增 加 而 减少 且 
趋向 王波 ;第 二 部 分 荐 由 外 力 豆 sin 六 引起 的 强迫 振动 项 ， 随 着 时 间 
的 增加 ,强迫 振动 项 的 振幅 并 不 改变 而 己 为 常 值 ， 

在 实际 振动 问题 中 人 们 关心 的 一 个 问题 是 外 力 的 阅 频 率 记 取 何 值 
时 志趣 的 强迫 振动 项 前 振幅 互 * 达 到 最 大 值 ? 为 此 我 们 讨论 应 数 (@* 一 
:+46Dp: 在 思 取 何 值 时 达 最 小 值 , 记 G(D)= (as 一 扩 庆 十 4 办， 
易 得 

Gp)= -4 p+ BEp= 0, 
因此 只 要 崩 尼 很 小 ,; 取 5<CV3 /2)*w 时 就 可 求 得 
b=Vo-26., 
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钙 时 GAO 一 2 本 )=8 大 0 ， 故 各 (四 在 志 =wWaos 25: 时 达到 最 
小 值 。 根 应 地 得 到 强 和 所 振动 的 最 大 振 幅 为 
Hi = A 所 
AN 一 9E?) 2 mE?" 


称 @*= V0-257 为 共 拓 频率。 一 般 米 说 ,5 比 口 小 得 多 ， 所 以 共振 
频率 a* 实际 上 与 匹 阻 居 强 迫 振动 时 的 共振 频率 @ ( 即 自由 振动 的 略 
有 频率 ?是 很 接近 的 。 虽然 这 的 瑞 ;。 为 有 限 值 ; 但 是 在 工程 上 上， 闪 振 
仍 会 引起 玻 讨 性 的 效果 * 例 如 造成 机 器 损坏 、 桥 粱 折断 ,建筑 物 倒 姐 等 
严重 事故 因此， 预先 算出 振动 物体 的 自然 频率 ， 以 便 适 当选 可 机 骨 
转速 的 变化 范围 及 桥 深 上 系 受 的 强 追 力 的 频率 范围 ， 从 而 避免 引起 共 
振 。 


$2 具有 阻尼 器 的 悬臂 弹 策 


现 考 虑 一 个 巧 辟 弹 簧 (图 4.3) 。 弹 赞 的 一 个 端点 连接 在 一 个 阻尼 
器 上 ,另外 一 个 端点 可 以 在 一 根 直 椰 上 滑动 。 用 2(f) 表示 滑动 端点 仿 
离 初始 位 辕 的 信 , 用 y(t) 表示 与 阻尼 器 连接 的 那 一 个 端点 偏离 初始 位 
置 的 信 。 我 们 证 滑动 端点 披 照 预先 规定 好 了 的 规律 %() 运动 , 这 里 的 
问题 就 是 要 研究 Y(1) 的 变化 铺 兹 。 在 控制 论 中 称 “ (六 是 系统 的 输入 


*1d5+ 


(控制 量 );y(2) 是 系统 的 输出 ( 受 控 且 )。 册 于 有 阻尼 器 的 如 故 ,9( 站 部 
运动 一 般 地 落后 于 2 人 ， 即 y( 四 与 84( 们 是 不 相等 的 。 

下 囊 水 推导 该 系统 的 运动 方 积 。 设 系统 的 弹 自 常数 是 ,阻尼 
器 的 阻尼 系数 5( 即 限 力 与 速度 的 比值 ?是 <c。 又 假定 运动 的 加 速度 相当 
小 ,以 至 于 惯性 力 可 以 忽略 ,由 力 的 平衡 条 件 就 可 以 祥 到 系统 的 运动 方 
程 : 


< 和 + RY -w= 0, 


< 与 上 的 比 信 cA 的 县 网 基 时 间 , 这 个 数量 是 系统 的 一 个 特征 时 间 { 或 


特性 对 间 ), 我 们 把 这 个 比值 
Cr= erik (1) 
称 为 系统 的 时 间 常 数 ， 
运动 方程 可 以 改写 为 
ri = wy), (2) 


这 是 一 个 一 阶 线 性 非 齐 次 方程 。 现 用 工程 控制 论 中 当 用 的 起 普 拉 斯 变 
摘 法 求解 。 给 出 初始 条 件 
YO0) = Wo, (3) 

记 互 (5) 与 了 (3) 分 别 表 示 了 与 多 (六 的 近 普 拉 斯 变换 像 画 数 。 在 方 
程 (2) 的 两 进 施行 控 普 控 斯 变换 可 得 

(riS+1)Y (Ss) = X(S) + TYo, 
于 大 
X(s) tio 
TIS+1 ,TS 于 * 
4) 中 输出 了 (s) 即 现 以 像 画 数 表 未 的 输出 7 由 两 部 分 组 成 ， 一 部 分 是 
由 于 和 输入 而 产生 的 输出 ， 另 一 郁 分 是 由 于 初始 条 件 产 生 的 输出 。 分 别 
用 了 了:(s) 与 了 。(s) 表 未 之 : 


了 (83) = 


(4) 


1 
mri CS), (5) 


Y.(s) 一 
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yes) = (6) 
我 们 把 (5) 中 输入 六 (8) 与 输出 了 ,{5) 之 癌 的 比例 因子 定义 为 傅 递 疯 数 
($s), 有 即 有 


PS sii 《7) 


把 (5)? 用 一 个 简单 的 直观 的 方 洋 图 (图 4.4) 表 示 , 这 将 有 助 于 我 们 想 象 
和 和 分析 系 统 的 情 说 。 


园 4.4 
下 面 我 们 研究 西 神 特殊 输入 情况 下 的 输出 YD。 
1。 考 虑 输入 ( 纪 延 单位 跳 胎 函数 3 的 情形 。 
@， 了 < 人 
1，t>>0。 


oD = 

芷 时 
= 1 二 ™ 一 ~=1 
X59=| 1 (tye dt={ er 虹 = 填 ， 


1 1. 1 
STISTI) 5s St(l/riy" 


¥ ,Cs) 一 


查 才 求 范 普 拉 斯 变 搞 道 函 数 得 

2 一 {8) 
报 据 (6) 可 求 得 由 于 初始 条 件 而 产生 的 输出 

Yoelf) = Ye, (9) 
实际 上 直接 求解 方程 (2) 可 得 通 解 

Y(t) = Ce rT:+1, 
用 初始 条 件 (3) 可 得 
“147。 


L = 2 一 工 ， 
故 有 
YY = Ye Le) = YA + YY, 

现在 我 们 考虑 输出 的 特 人 性 。 由 初始 条 件 而 产生 的 输出 ge 人 是 
一 个 单调 递减 的 函数 , 它 的 时 间 常 数 就 是 t+。 冉 外 -~ 项 由 输入 产生 的 
输出 9,(2) 按 照 指 数 律 趋 于 水 平 浙 近 级 ， 于 间 常 数 也 是 +/。 和 事实 上 ; 当 
f= 时; 输 卉 (四 的 数值 就 法 到 了 报 后 新 近 簿 的 635， 

我 们 把 输入 x() 与 输出 (2) 的 盖 数 e( 罗 = 一 9 0 称 为 偏差 
信号 。 在 所 考虑 的 情形 里 e( 因 = er。 所 以 ， 当 t+co 时 ,偏差 信 
号 趋 于 零 。 

2， 人 假定 输 入 是 正 芝 式 的 , 即 

PE) = Ema, 
共 中 sw 是 振幅 ,@ 是 频率 。 这 时 
XS) = (10) 
由 初始 条 从 而 产生 的 输 郧 Yc 和 敬一 神情 形 一 样 ， 即 为 (9}。 由 于 输 
入 简 产 生 的 输 岂 就 是 


客 m 
Yi = (Coin) {TST 1Y 


名 办 1 1 
= (- s+ (l/r) t+ eio )， 
查 凑 求 得 输出 风 ( 轨 就 基 
YD = TT 
于 式 中 的 第 一 项 是 一 个 单调 递减 永 数 , 第 二 项 考 示 稳 态 输出 [LY(29]s,， 
易 风 传递 函数 在 io 的 值 (Gm) 为 [Yjsi 与 2( 四 之 比 ， 这 也 可 从 类 
率 特 性 方法 的 观点 来 看 ， 此 时 方程 (2) 对 应 的 齐 次 方程 的 烷 征 方程 为 
H(Ay=rA+t+1= 0, 
稳 态 解 即 和 萎 访 输出 LY Ds 就 是 (2) 前 右 问 自由 项 即 输入 了 (tb 与 
17 瑟 (io) 即 五 (io) 的 溢 积 。 由 于 


s* 14&* 


了 一 1 Ft 
1+tiwr: V1l+@0r 


所 以 稳 态 输出 可 以 表示 为 


[i tr-liwT ”yy C11) 


[多 他) = Tr 


因此 ， 稳 态 输出 的 振幅 减少 到 输入 的 振幅 的 1/VI+ese 悄 ， 而且 输 
出 的 相 角 比 输入 的 相 角 落后 的 数值 是 她 -1@r。 对 于 低 琐 的 情况 , 即 输 
入 的 频率 串 相当 低 ，ofi 们 1 因而 民 -oti 兰 orl。 改 这 时 

[yD me P.O Kl, (12) 
扬 知 ;此 时 振幅 没有 改变 ， 但 是 有 一 个 时 灌 ( 时 间 上 的 落后 ) ,这 个 时 灌 
也 就 等 于 传递 函数 的 时 间 常 数 rik。 又 对 于 商 频 的 情况 ， 即 输入 的 频率 
9 相当 高 ;0 兴 1 时 人 蚀 -1w 衬 x/2，1/VI1to 宕 1/ari。 故 有 


LY} 守 TQS1, (13) 


在 这 种 情形 中 ,振幅 减少 到 or, 信 ; 而 相 前 落后 的 数值 是 zx/2。 这 两 
种 极 端 情形 的 输出 情况 可 用 图 4.5 责 示 。 
xn x{r) 


(a) Titi (row 
低频 情 况 本 ~ .高 频 情 况 > 


?a0 


上 述 系 统 是 上 乱弹 签 简 化 的 一 阶 模型 ， 现 来 考 志 二 阶 模型 。 我们 
在 阻尼 器 这 一 器 加 上 一 个 质量 加。 这 个 质量 引起 二 个 惯性 力 网 下 W/ 
。 因而 运动 方程 襄 成 为 


mS tod hy ket). (14) 
假定 初始 条 件 是 
yO) =, YC0) = 9, (15) 
其 中 加 ,9 是 给 定 的 常数 。 
引进 下 列 两 全 参数 
ai=k/m, d= c/o, {16) 


其 中 @ 就 是 当 阻尼 器 不 存在 时 的 质量 弗 敌 系统 的 自然 频率 ,上 是 实 
慰 的 阻尼 各 临 办 阻尼 的 比值 ,此 时 (14) 可 写成 


be +2govd 党 -+ ay = 0) 《172 


在 本 章 $1 中 我 们 已 经 研究 过 类 似 于 (17) 的 线性 强 笑 其 小 振幅 的 强 过 
振动 ， 当 然 也 可 用 如 一 阶 情 形 一样 的 拉 普 拉 斯 变换 与 传递 函数 方法 来 


” 讨论 方程 (17) ,有 兴趣 前 读 兰 人 不妨 试 一 试 。 


§3 及 -二 -6 电路 一 一 线性 电路 


在 第 一 党 里 我 们 已 径 遇 到 了 简单 的 R- 上 与 民 - 上 -串联 电路 ,出 
电路 的 基 尔 秆 夫 定 律 可 将 其 归结 为 二 阶 线性 常 系数 方程 。 闻 计 我 们 也 
过 到 了 多 个 回路 的 问题 ， 此 时 则 有 线性 常 系数 微分 方程 组 。 我们 称 
R-L--C 电器 为 线性 电路 。 下 面 分 别 通 过 斤 个 电路 的 实 俩 说 明 线 性 吕 
路 的 特性 以 及 用 微分 方程 模型 分 析 线 性 电路 的 方法 。 


一 ， 相 角落 后 串 路 和 和 组 角 超 前 电路 


图 4.6 拨 示 的 电路 是 包含 电阻 R 和 电容 忆 的 电路 、2 和 加 分 别 
表示 输入 电压 和 输出 电压 。 假 设 i= 六 四 是 流入 电阻 六 和 电容 人 的 电 
流 ， 又 设 在 = 0 时 ， 志 容 C 上 没有 电荷 。 于 大 可 由 基 尔 四 天 第 二 证 


190 ， 


律 得 


iR+ |i, (1) 
J = (2) 
. RR 


V1 Ps 
] i | ] 


图 4.6 
对 (1) 与 (2) 两 个 方程 作 拉 痊 拉 斯 变 斤 可 得 “ 


(R+ Th}{s) = Vs), 


TT) =V.s), 
因此 


VC8) 1 
Vi DTTRCS。 (3) 


从 (3) 可 见 ， 这 个 电阻 电容 电 小 的 传递 函数 和 有 阻尼 天 的 上 乔 辟 弹 筑 的 心 
递 函 数 (8 2 中 的 (7)) 是 相同 的 ， 这 个 电路 系统 的 时 间 常 数 就 是 r,= 
RC， 实际 上 记 Co = z(D ,| 58)d8= Cos=y， 即 可 得 则 与 $2 中 
的 (2) 相 局 的 微分 方 甜 , 此 时 有 ri = RC。 

虽然 这 一 个 电路 系统 的 动态 特性 和 2 中 的 居于 强 管 系统 的 动态 
特性 是 相同 的 ， 但 是 在 实际 工程 中 改变 和 调整 县 辟 弹 微 系统 的 参数 C 
和 大 往往 是 比较 困难 的 ; 酒 且 C 和 前 可 能 的 变动 范围 也 很 有 限 ， 而 
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对 这 个 电路 系统 改变 和 调整 尺 和 和 人 的 数 亿 就 比较 容易 ,而且 证 和 CC 
的 变化 范围 也 很 天 。 从 这 个 实 本 可 见 用 电 的 廊 法 进行 调节 或 控制 往往 
比 用 机 械 方法 方便 得 多 。 
由 输入 如 ( 生 成 的 输出 5 四 可 用 频率 特 狂 Fti@) 震 示 ， 即 有 
vt) = io)v(f)。 注 意 频 率 特 性 与 侍 递 函数 的 关系 
F (lin) = Me', 


MM d= -tg (oCR), 


1 
CR 
由 此 得 输出 电压 与 输入 电压 除了 大 小 有 一 个 因子 外 , 相 角 也 落后 了 #， 
大 这 电路 常常 用 来 产生 系统 的 相 角 落后 。 

图 4.7 表示 一 个 并 联 电 路 ， 出 图 4,6 的 电 有 路 复杂 一 些 。 这 个 电路 
的 方程 是 


图 4.7 


= 下 十 人 
= 记 上 zf dé, 


= Ri + Rs 
b= Ri, 
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相应 的 控 普 拉 斯 变换 后 的 方程 就 是 


1 三 I, + 1,, 
上 
R= Ti 
Vi= Rl,+R,I, 
VV = Rl, 
因此 
VCs) R,+ RR,Cs 
Vts) =F(s)= (RI+tR)+RARCsS * (4) 
放大 系数 就 是 
KkK= RR = <1. 
引进 记号 
十 瑟 
0 Ri. 
则 传递 函数 可 以 政 写 为 
1+ (S/o) 
FOS) = 六 林寺 六 ， 
频率 特性 就 是 
Fiao) = -和 = ele， (6) 
直 进 无 量 网 频率 & = wAw7 oi* 就 有 
— 1+(Cw/r) 
M=V7 + ， (6) 
0=tg- 1 tg! (Vr 4#)>0, 《7) 


显 见 对 于 非常 大 的 加 和 值 ， 邮 = 1; 对 于 非常 小 的 @ 值 ,前 =?<1, 又 
可 见 这 个 电路 使 输出 的 相 角 超前 输入 。 
读者 可 以 分 析 图 4,8 所 未 的 阻 半 电路， 得 知 忧 递 冰 数 正好 是 前 而 
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电路 的 传递 函数 [除了 一 个 常数 因子 之 外 ?的 钢 数 。 这 个 电路 证 输出 相 
角落 后 ， 


图 4.8 


从 十 述 可 风 , 图 4.7 所 示 电 路 的 方程 若 窟 成 正规 的 方程 , 即 关 于 输 
入 2 有 =C0 葵 出 区 = 加 的 方程 , 则 也 可 以 通过 求解 4 的 一 阶 
方程 《此 时 2{ 四 可 以 用 多 ele! 形式 ) ,得 到 9) 的 形式 , 何 样 可 以 求 得 
yD /stt) = Fliwm)。 但 是 比较 起 米 , 用 我 们 上 曾 所 述 的 拉 普 科斯 变换 
法 比较 简单 。 


二 、 收 音 机 接收 回路 的 简化 

我 们 在 第 一 章 里 已 经 讨论 了 收音 视 的 接收 回路 经 过 简化 的 数学 模 
和 型， 建立 了 电容 作出 感 工 和 一 个 外 来 的 各 个 电台 发 射 的 无 线 电 波 的 
电 蔽 场所 产生 的 感应 电动 妆 e( 轿 哇 联 的 回路 ,得 出 相应 的 方程 是 


注意 到 各 个 电台 是 以 一 定 的 着 率 进行 发 射 的 ， 因 此 (四 将 是 各 种 频 
率 波 的 登 加 ; 即 
st) = pa COS wt + Sin En 
其 中 Dis zs sO 是 互 不 相 癌 的, 八 是 电台 个 数 ， 直 寺 线性 方程 的 受 
加 不 理 , 可 只 考虑 右 端 分 别 为 
Feos Wnt, Tesin crt 
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将 方程 ,当然 也 再 以 只 考 夺 sr SI2(@t + 8:) 作 为 右 端 的 方程 。 
现 先 回顾 一 下 x 阶 常 系数 线 往 非 齐 次 方程 组 的 一 种 求 解 方法 
一 一 频率 特性 法 ( 订 以 视 为 算 子 解法 的 -一 种 特例 )。 对 


如 "人 dr 17 dz 
Go 十 ri Boelet {9) 


求解 ,只 求 它 的 特 解 , 即 由 输入 soe'* 引起 的 输出 2(f)， 用 待定 系数 法 
或 算 子 解法 易 得 (iw% 不 是 特征 禄 时 ) 

eo 
Gn OT LO) TA + 
注意 此 讨 输 出 从 人 的 频率 仍 为 @, 但 振幅 与 相 角 均 疏 变 了 ; 且 由 下 不 表 


elot, (10) 


全 (1) = 


a la) + a) tim + to (11) 
作为 输出 与 输入 之 间 的 比例 因子 。 
美 于 方程 (48), 记 o3= 1/ZLC,e(t) = @ 失 ,Sin aot, 即 有 方程 
3 + wa = ier sip cot 12) 
先 讨论 (12) 之 右 端 为 auele 的 方程 , 当 oosa 时 ,这 方程 有 解 
3 lat 8 国 Ler 
TT OP To Oe Tg 0 ; 
它 的 虚 郁 
ba 
基 一 re Sin of 13) 
就 是 方程 (12) 的 一 个 特 解 . 


如 果 @@ 是 某 电 台 的 发 射频 率 ，oe 是 在 调整 和食 在 某 一 刻度 处 
收音 机 接收 回路 的 固有 频率 ，@8= AZC， 当 ao 与 @ 相差 很 小 时 ， 解 
六 (1) 即 输出 的 振幅 euaz/ (os - 9 就 很 大 ， 相 反 当 | 加 -号 | 很 大 时 ，, 振 
幅 sos/(ag- ao2) 就 很 小 。 这 样 , 虽 然 腹 各 种 电台 的 波长 的 电 蓄 波 在 空 
中 传播 ， 但 只 要 调整 wo 使 它 非常 接近 于 所 希望 收听 的 屯 台 的 @, 册 其 
他 电 合 的 影响 就 可 以 咯 去 不 计 * 而 收 到 所 需 收 听 的 电台 节目 。 
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当 oo = 口 时 ,六 程 (12) 没 有 正 芒 或 余弦 形状 的 解 , 它 的 特 解 古 
避 = - 一 cos at (14) 


其 振 凯 将 参 # 增 加 而 无 限 增 大 ,这 种 现象 就 是 前 面 已 提 到 过 的 共振 现 
象 .当然 ,上 面 的 分 析 说 明 具 要 使 接收 回路 国有 频率 @ 接近 或 达到 中 ， 
输 贞 的 操 幅 就 可 以 很 大 ,从 而 达到 收听 频率 为 串 的 电台 节 肯 的 由 的 。 


图 4.9 是 瑟 -7- 的 多 个 回路 组 成 的 一 个 电路 ， 为 了 建立 它 的 娄 
学 神 玫 ,我们 先 把 电路 分 解 成 两 个 回路 , 见 图 4.10. 然后 利用 基 尔 钵 夫 


第 二 定律 ,对 上 上 问 路 可 建立 方程 
9=iR, + 区 - CB Edt+ vo (0)s (15) 
对 下 回路 可 建立 方程 


di , 
OiRt LA + dro,0) 


1 fi . 。 
+ 区 人 二- i)df -v.00), (16) 


其 中 6,(0) 与 v6,(0) 分 别 圳 示 电 容 CC 与 C。 土 的 初始 电位 。 
方程 组 (15) 与 (1 人 ) 还 不 是 标准 的 微分 方程 组 。 下 设 w= 扩 《 电 
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图 4.10 


容 C1 上 的 电位 ) yza = 06, 《电容 Cs 上 的 电位 ) ;ts 二 fs 《通过 电感 工 的 
电流 ), 易 得 方程 组 
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初 从 条 件 为 


v1(0) = do (0), wa(0) = 076,60), wl0) = i(0), (18) 
(17) 是 一 阶 线性 常 系数 非 齐 次 常 微分 方程 组 ， 用 前 面 第 二 章 的 解法 易 
求 得 它 的 解 。 


在 推导 方程 组 (17) 时 用 到 下 述 关系 式 


wo = #o, = ehh df + vo (0), 


上 57 。 


P| 二 v= (i) dtte (0 =2- RR,, 
全 【一 tO, 一 《四 — 0, 


$4 用 于 轻 度 糖 尿 病 诊断 的 数学 模型 


人 话 尿 病 是 一 种 常见 的 疾病 ， 其 特征 是 血液 和 尿 中 粒 的 记分 过 多 ， 
诊断 业 尿 病 的 一 种 方法 是 通过 寅 敬 糖 耐 基 试验 (Glucose Tolerance 
Test 简称 GTTI)。 这 种 试验 要 求 病人 在 前 一 天 晚上 禁 食 ,次 日 口服 大 . 
脐 葡 萄 糖 ， 在 以 后 的 8 至 5 小 寺内 几 次 油 定 病人 的 血 滚 中 葡萄 粮 的 该 
度 ， 最 后 根据 测量 结果 进行 诊断 ， 这 种 诊断 方法 的 关键 在 于 建立 公 斌 
的 座 汤 准则 但 是 这 忻 事 是 十 分 困难 徇 。 上 由 前 由 对 GTT 的 三 种 不 同 
的 物理 解释 而 得 出 三 种 不 澡 的 诊断 的 样式 ， 

在 60 年 代 中 期 ,有 上 发 现 了 用 来 解释 GTT 试验 结果 的 相当 可 菲 
的 准则 ， 这 个 淮 则 来 源 于 根据 上 生物 学 原理 建立 起 来 的 血糖 系统 的 非常 
简单 的 数学 模型 ,根据 共 中 一 ,两 个 参数 就 能 得 到 区 分 正常 人 同 轻 度 糖 
尿 粹 息 才 和 潜 性 糖 碌 病 患 者 的 准则 、 在 这 个 模型 中 ， 症 恒 考 虚 两 个 滚 
岩 作 为 时 间 的 求知 函数 ;血糖 洲 度 G 和 纯 激 素 沪 度 吾 。 怕 胰 岛 来 这 
样 一 些 降 低 俐 糖 浓度 的 激素 ,被 认为 使 五 增加 ,而 像 皮质 醇 这 样 一 些 
增加 血糖 浓度 的 激素 , 则 认为 使 这 减少 。 

”下 硬 的 方程 组 是 血糖 调节 条 统 的 基本 的 数学 模型 ， 
46 


= 五 ， ‘6, Hy+4J(t) 

《了 

a pe : 

其 中 PC 如 ?与 三:(G, 吾 ?是 关于 变 元 直 ,五 连续 的 且 具 有 一 阶 连 续 
人 情 导 歼 的 画 煞 * 函 获 ， ( 芒 芷 血糖 浓 庆 增加 的 镍 轻 速 宁 。 方 程 级 (17 说 
明 字 与 互 随 时 间 的 变化 率 依 顿 十 C 妇 与 五 的 值 。 现 作 进 一 步 和 他 设 : 暂 
时 计 食 的 病人 人 来 到 医 既 时 ，G 和 吾 达到 极 侍 值 ( 即 由 G 各 吾 和 什 引 起 
的 他 各 瑟 的 变化 率 为 党 )， 这 意味 着 下 (Co 五 = 0, 和 下,(Go, 丘 ,) 
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=0。 因 为 我 们 关心 的 是 各 利 豆 对 于 它们 的 最 佳 值 的 尽 离 程度 ， 故 

可 以 用 这 现今 往 离 程度 的 度量 值 作为 方 姓 组 中 的 未 乱 函 数 。 令 
g=CG-G, k=H-H,, 

则 方程 组 (1) 化 为 


单 = Fi(Ga+ 8, Hot hy + (ty, 


df 
A = TGot ga, Hoth), 
由 过 勒 展开 得 

FG a Ho-A = FF (GH,) 


+ SE) 疡 十 oF 和 


FAGot a Hoth)= FG,, H 
了 2 gt or 


HAH) h+ e,, 


其 中 i 与 es 均 是 关于 & 与 下 的 高 阶 无 穷人 小 量 ， 才 8 与 声 很 小 , 出 可 
忽略 e: 与 8,, 而 得 到 下 面 的 线性 常 杀 数 方 程 组 ， 


dg 加 oF (0m, Ho oF (to, Ho) 
df 一 a 8&1 7 a h+/ (ft), (2) 
dh _ OF :oe ar,(Cn, Hy) 
二 B+ oH “A. (3》 


在 方程 组 (2}、(3) 中 ,线性 部 分 的 四 个 系数 虽 不 确定 ,但 我 们 能 够 确定 
它们 的 符号 .参看 图 4,11, 当 >>0,h= 0 时 ,由 于 组 织 吸收 匡 萄 糖 ,而 多 
和 即 


侍 为 负 值 ， 央 此 2 全曲 几 定 是 负 的 。 同 禅 地 , 当 吕 = ovj>g 


和 于 正 的 帮 信 过 从 下 纪 只 阴 必 东区 请 六 寺 加 攻克 扩 针 化 六 大 

的 速率 ,这 将 会 使 血糖 浓度 降低 , 团 2 Co ea) 必定 是 负 的 。 又 因 

为 当 g>0,h= 0 时 , 郑 些 内 分 涪 逐 分 这 的 激素 是 使 瑟 的 值 增 加 的 , 即 
* 69 = 


总 -为 正 的 ， 所 以 必定 是 正 的 。 最 后 ， 当 8 = 0,h>0 


时 ， 正 的 户 值 使 激素 代谢 ， 故 -38 .是 负 的 ， 所 以 2E20G3 


负 和 了 的， 由 上 面 的 符号 分 析 , 可 以 把 (2),(3) 改 写 为 


必定 是 


= mg mh+ ft), (4) 
闻 -- — Hs + HB, (5) 


其 中 240 ,143 ,7K 和 #94 都 是 未 知 的 正常 数 ， 


图 4.11 


由 于 我 们 只 是 测量 血液 中 和 葡萄糖 的 银 度 ， 记 以 希望 推 得 一 个 仅 有 
& 的 方程 来 求解 ,也 就 是 要 消去 及。 为 此 ,对 (4) 两 边 求 导 得 


di 
再 把 (5) 的 -于 ~- 代入 上 式 得 


| 
和 -mm -全 二 -ME -3 (By 


短 由 (4) 得 
Hoh = 一 全 一 mg+ ty, 
因此 ,g( 四 满足 二 阶 线 福 常 系数 非 齐 次 方程 


E+ CE) 十 mo- + ORM 十 Hm 8 = mH + Tt), 
《7 了 》 
将 (六 篇 记 为 


和 + 3253 二 GE SS 的 ， CRY 


其 中 C= ts) a= Hs 4 Ha SH) = TE) + TE). 


只 要 不 是 在 很 短 的 时 间 里 香 食 了 大 最 的 车 萄 糖 〈 即 血糖 浓 庶 增加 的 外 
界 速率 为 零 ), 总 及) 汪 0。 即 对 12>0 有 


+ +oig= 0。 9) 


这 个 方程 的 系数 都 是 正 的 ， 坝 特 征 方程 的 特征 根 均 有 负 实 部 ， 当 上 趋 
于 无 穷 大 时 ,有 (人 趋向 于 堆 。 由 此 可 知 , 我 们 建立 的 数学 寞 型 的 确 待 合 
于 所 预料 的 实际 情况 , 即 血 精 党 庶 G 了 最终 将 回 到 它 的 最 佳 值 Cu。 
一 共有 五 个 有 未知数 要 确定 ， 即 (9) 的 通 解 中 的 两 个 任意 常数 以 及 
&aoyCu， 下 面 以 旦 - 同志 和 为 例 说 明确 定 的 方法 .此 时 ， 
g(t) = Ae rsin(et +8), om:= oi—E:, 
GI =G, + Ae-t sin(ot+d), (10) 
Cu 可 由 端 人 在 口服 大 是 蓄 菊 粮 以 前 的 血糖 浓 度 玉 测定 。 然 后 我 们 在 
四 个 时 间 贡 ， 五 ,Es 和 测量 病人 的 血糖 浓度 ， 得 到 四 个 相应 的 避 值 
Gi GG 和 Ci* 即 得 四 个 方程 
C:= Co+A4ert sin(ot,+6) (i=1,2,3,4), (11) 
让 此 可 以 确定 四 个 未 知 数 4 ou。 
当然 还 有 确定 及 ,6%mos6 的 更 好 的 方法 ,例如 取 % 个 了 时刻 tis ts, 
"ts 涡 量 病人 的 血糖 浓度 C 的 什 ， GG2… Gn。 即 得 为 个 “方程 "， 


和 


百 = SN [6,- 0, Ae-t sin(oti+d)1, (12) 


选取 ,5,m,6 使 玉 达 最 小 (这 可 以 在 电 子 计 算 机 上 实现 })、 

最 后 回 到 原先 的 问题 , 即 诊 新 轻 度 精 尿 病 的 准 列 问 题 ， 实 践 表 天 ， 
测量 G 时 的 微小 误差 驴 能 使 二 值 产生 很 大 的 误差 。 因 此 ,任何 包 食 和 参 
数 忆 的 诊断 燃 尿 病 的 准 风 都 是 不 可 靠 的 。 然 而 ,参数 oo( 称 之 为 系统 
的 自然 频率 ) ,比较 而 言 , 对 于 测量 C 时 的 实验 误差 不 大 敏感 。 可 以 把 
ae 的 值 看 成 解释 殴 萄 糖 耐 晤 试验 的 准则 的 基本 判别 值 ， 在 进行 讨论 
时 ， 使 用 对 应 wo 的 自然 周期 ， 即 了 。= 2 x/w 更 方便 。 取 自 不 同 米 源 
的 数据 表明 ,了 值 小 于 4 小 时 :是 正常 的 ， 如 Ts 明显 地 大 于 4 小 时 
草 意 味 着 患 有 轻微 的 精 尿 类 。 


习 是 


1。 实 验证 明 ， 气体 左 压 缩 过 程 中 ,压强 随 体积 的 减 小 而 增 关 , 且 压 强 对 体积 
的 变化 率 与 压强 成 正比 ,与 体积 成 反比 。 设 气缸 由 活 于 的 醒 积 为 4 (常数 }, 活 蹇 
距 气 缸 志 端的 距离 为 r, 求 气体 的 压强 p 随和 华 积 44 的 变化 规律 。 

2。 求 曲线 族 的 方程 ,使 其 切线 介 于 坐标 轴 也 的 部 分 被 切 点 等 分 ， 

5。 两 种 液体 在 一 个 容器 里 者 站 , 经 过 实验 得 知 ,在 任何 时 肇 它们 汽化 量 揭 比 
和 仍 在 滚 态 的 量 的 比 成 正比 (比例 系数 为 感 , 若 在 实验 开始 时 ， 两 种 液体 的 量 分 
别 为 mn 和 #4, 求 两 种 液体 的 液态 及 和 y 之 间 的 关系 。 

4。 长 为 6 米 的 链条 无 摩擦 地 从 桌面 上 滑 下 运动 开始 时 ， 链 条 自 桌 上 垂下 
的 部 分 为 一 米 长 。 求 链 旬 全 部 滑 过 桌子 所 需 的 时 间 .。 

5。 丙 个 相同 的 生物 挂 在 阐 筷 的 一 端 ,使 弹 质 体 长 了 2 0， 当 其 中 一 个 重 物 突 
然 队 落 后 , 求 另 一 重 物 的 运动 规律 。 

6。 (图 4, 地) 是 一 种 时 间 继 电器 的 控制 电路 , 先 将 开关 天 闭合 ， 这 时 对 电 
容 忆 充电 到 电压 巨 ,同时 继电器 工 中 有 稳定 电流 io= 杏 /Ra， 已 知 Ri=1 欧姆 ， 
及 =5 欧 姆 , 工 =2 享 利 ,CC = 100 微 话 拉 ,已 = 120 伏特 , 求 

名 开关 打开 后 ,电感 中 的 电流 让 为 

加 当 趟 划 降 到 0.01 安培 时 ,继电器 接 角 点 断 并 , 问 打开 开关 后 经 过 多 少时 
间 才 能 使 般 点 断 开 ， 
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图 4.12 


图 4.13 


7。 在 图 4,13 所 示 的 电路 中 ,已 知 匡 = Eosin of， 并 (0D=i(0)=0， 试 就 
工 := 工 z= 工 :Ri = Rs = RR4= 民 的 情形 , 冰 出 (和 和 it 

8。 上 质量 为 m8 大 | ms 的 两 个 小 球 , 穿 在 一 光 消 水 平 杆 上 由 一 轻 樟 筑 连 接 , 卫 豆 
沿 杆 移动 . 当 弹 舞 示 受 力 时 , 岗 小 球 重心 间 的 距离 沟 1 若 用 x; ,zs 分 别 表示 两 球 


的 位 移 7 当 f=0 时 ,z= 0， = v6,z4= 才 za=0. 试 求 随 球 的 辣 动 规律 . 
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第 五 章 ” 非 线性 微分 方程 


$1 导数 已 解 出 的 一 阶 非 线性 方程 


现在 讨论 导数 已 解 出 的 一 阶 非 线性 方程 
Bf, om 2 
的 求解 ， 我 们 要 指 出 ， 有 些 这 种 类 再 的 方程 是 不 能 直接 求解 的 ， 甸 如 


1841 年 , 法国 数 学 家 刘 维 尔 证 胃 ， 对 于 十 分 简单 的 黎 卡 担 【Riccati) 
方程 


各 =w ti, 


除 x 是 茶 些 特殊 生 外 ,是 不 能 用 初等 函 数 或 它们 的 有 限 次 积分 表示 的 ， 
芭 不 能 用 初等 积分 法 求解 。 

《1) 的 解法 的 基本 思想 就 是 通过 变量 ( 自 变 量 或 未 知 范 数 ) 代 斤 ， 
将 (1 化 为 线性 方程 或 易 求 积 的 方程 ， 

一 、 可 以 化 为 线性 方程 的 非 线 性 方程 


《IT) 贝 努 利 方 程 


对 + POs=Q0wr(e0,1), (2) 


其 中 (四 @( 由 是 4 内 的 连续 了 重 数 . 
且 风 , j 三 0 是 (2) 的 特 解 。 下 面 设 % 关 0, 用 wr" 除 (2) 的 两 边 得 


os + Pg!= QE), 
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作 未 知 函 数 变 挽 Y =dw :注意 
得 到 
和 -+ (~ oPOY= 1- QU), 


这 是 关于 的 线性 方程 。 因此， 可 以 求 出 它 的 全 部 解 ， 然 后 再 代 回 原 
变 重 >, 就 得 到 原 方 程 的 全 部 解 。 


例 1 求解 方程 
ot dg) 
解 这 是 (2 中 全 = -工时 的 贝 努 利 方程 ,在 方 树 (3) 两边 案 得 
wtf, 
作 未 知 务 数 代 撞 =w*， 得 
22 (二 


这 是 关于 9 的 线性 常 系数 非 章 次 方程 , 易 求 得 (4) 的 积 皮 的 济 次 方程 的 
通 解 
y=Ce, 

这 里 蕊 为 任 音 常 数 ， 为 求 (4 的 特 和 解 ， 令 

Y= a + btre, 
代入 (4 得 

2at +to-2tathttce) =2t, 

比较 上 的 同 次 宕 系数 得 


1 
ga= -1, 6=—1, ¢= -3 


这 样 ,得 (4 的 通 解 为 
y= 人 + = Cert~-i +- > , 
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民 回 原来 的 未 知 函 数 %， 得 (3) 前 通 积分 为 
v=Cer -tt 


《IE)》 交换 自 变 量 与 未 知 国 数 前 位 置 ， 得 到 新 的 微分 方程 为 线性 
的 ， 


例 2 求解 方程 
dy -2 (5) 
dr 6m-Yyi"* 


解 ”注意 方程 (5) 右 端 仅 在 分 母 中 出 现 z 的 项 , 且 为 的 一 次 项 ， 
这 时 可 以 将 2 视 为 未 知 函数 , 4 视 为 自 变量 ,将 (5) 改 写 为 
dx 6875- 只 _ 3 2 


dy 2g ye 


显 见 它 关 于 心 是 线性 方程 , 易 求 得 通 解 为 
w=e| 玉昌 (C+ |e [Sy ( 一 了 jay) 


= (C+ 3 )=Cy + 


其 中 C 为 任意 常数 ， 
《 焉 ) 对 已 印 一 个 特 解 4= 姑 (的 黎 卡 提 方 种 


生 - =Pv+QDor RE), (6) 


只 要 作 未 知 函 数 变换 ,= 一 2 (2)， 就 有 
dy am _ CC = PrtO ey! 


df 
— [Pvt + QI 
= PDYr ODT 2 ODL Y, 
这 是 以 5 为 未 知 落 数 的 贝 努 利 方程 ， 
例 3 求解 方程 


dw 2_ 2 
-本 = 《7 
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解 ” 先 找 特 解 。 设 5= kt (CE 是 待定 常数 )， 将 它 代入 方程 (7) 得 
a RE? 2 


2 站 fs 3 


即 上 + 大 2=0， 解 得 上 =1，k = -2， 故 得 两 个 特 解 : Y= 1/t 或 
da= 2， 现在 取 2 = 4A， 作 变 换 y=# 一 1Af， 得 


dy _ dw 1 1 2 1 ,2 2 
入 = 是 + 让 =(Y+ ? ) +E Yt YY, 
在 上 式 两 边 陈 以 只 得 
1 dy _ 2 1 
记 -二 =1+ 立 yy 
令 t=1/y， 得 
解 得 
za 1 f, 
代 回 原来 变量 得 =1Az=38A3L 一 扣 )， 所 以 方程 47) 的 解 为 
出 一 38 -二 一 | 
BSC 二 “ 
二 、 能 用 求 积 法 求解 的 方程 
《I) 能 用 分 离 变 量 法 求解 移 方 程 。 
形状 如 
= f (8) gd) (8) 


的 方程 称 为 变量 可 分 离 的 方程 。 
它 的 特点 为 右 端 大 未 知 函 数 4 的 消 数 与 自 变量 + 的 函数 的 恢 积 ， 
其 中 (2) 是 已 各 的 连续 画 数 ，8() 是 4<f<5 上 的 已 知 连 继 函 数 . 
先 求 转 和 解 。 若 (ww) =0 有 基 些 实 报 = as 人 = 1， 2 2320 ， 则 方 
程 (8 有 说 个 特 解 4 站 三 Bi 人 =1，2， po] ， 
+ 167，。 


下 访 (加 关 0 让 (8) 的 两 边 除 以 子 人 Ge) ， 使 与 @ 有 关 的 项 及 与 : 
有 关 的 项 分 开 来 ， 得 到 
dz  _ 
Fy = Eg i, 
两 边 积分 得 (8) 的 通 积 分 


人 7 = [gaitc, (9) 


其 中 《 为 任意 常数 。 将 这 通 积分 与 前 而 的 特 解 合 起 来 ， 组 成 (8) 的 全 
部 解 、 注 意 在 求 (8) 的 全 部 解 时 ,不 要 把 特 解 遗 满 。 

下 面 证 明 (9) 是 方程 68) 的 和 通 积 分 . 设 2 = 人 (aa<tc< 及 是 方程 (8) 
的 任 瘟 一 个 解 ， 则 在 4<t<8 内 说 有 


oD. = f(g Nga), 


因为 7 (pO)) 才 0， 所 以 上 起 可 改写 为 
dp 人 (办 
FD SH, 
在 (323, 四 内 任 联 一 点 刀 ， 记 B) =so， 从 到 t 积 委 上 滤 两 边 , 推 知 
在 dd<f<b 内 有 
上 dg (7) 加 
Mir =|'z (7) 全。 
在 上 式 左 间 积分 中 ， 作 羽 换 上 5=g(r)， 得 到 


| eeo dr 


所 以 w= gtt) 是 关系 式 
| = 人 g(r) dr (10) 


记 确 定 的 隐 函 数 。 即 “= g(t 可 由 (9) 确 定 。 
反之 ,车 4 = 网 (四 在 某 区 间 g<t<5 内 是 由 (10)【5 即 由 (9))》 所 确定 
的 条 函数 ， 且 #(to) = wo。 即 在 6C<t<P 内 成 立 恒等式 


ee 
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现 边 关于 二 求 导 得 
1 y(t) 
TO) di 


因此 WD fog) gt), 


= g(t), 


记 以 w=() 是 方程 (8) 的 解 。 同样 可 以 证 肖 关 系 式 


= gr dr+C 《11) 


(其 中 忆 为 任意 常数 ) 所 确定 的 省 数 4= 风 (i,C) 也 是 方程 (8) 的 解 ， 所 
以 (DD 是 方程 (8) 的 通 积分 。 
例 4 求解 方程 


解 分离 变量 得 到 


两 边 积 分 ， 就 有 


C, 是 尾音 常数 ,天 此, 赔 周 吉 + w= CC 主 0) 就 是 通 积分 ,从 中 可 求 出 
通 解 4= 土 WC2 一 站。 


例 5 求解 方程 
四- = wc08 (12) 
解 ” 亚 品 2=0 是 特 解 。 下 设 ww 关 0， 在 (12) 两 边 除 以 zw 得 
de = costdz， 
族 
两 边 积分 得 
-二 =sint+C， 
即 有 通 积分 
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~ 1 
Sinf+C ? 


显 见 这 个 通 积 分 不 包含 特 解 % = 0， 故 方程 (12) 的 全 部 解 是 
必 笠 局 = 二 一 = 1 
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有 些 类 型 的 方程 ， 从 形式 上 看 ,不 明显 地 属于 变 莉 可 分 离 的 类 型， 
但 能 通过 变量 变换 化 为 变量 可 分 离 的 方程 
如 2 = f(t,z)， 其 中 Je) 满足 所谓 零 次 并 次 函数 的 条 件 ， 


(KE Ke) = f(T) (大 天 0)， 我 们 称 之 为 齐 决 方程 。 实 际 上 
fe tnt ) = fa), 


这 里 820 是 # 的 连续 西数 . 
引进 新 的 未 知 沙 数 w= -了 ， 即 令 o= 址 ， 那 未 由 于 


和 = wf., 
所 以 原 方程 变 为 
49 gm), 
这 是 变量 可 分 离 的 方程 
4 辐 80 ~ , 019 


在 求 得 它 的 全 部 解 之 后 ， 再 用 w=- 了 一 代 回 原 变 量 5, 就 得 到 不 方程 


的 全 部 解 ， 
例 6 求解 方程 
dr 好 per 
dt War’ (14) 


解 ” 易 知 方 程 (14) 右 端 是 关于 #4，2 的 零 次 章 次 函数 ， 此 时 
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PP 站 六 
人 全) -for 学 Je) 人 4- 字 ， 多 sw, 多 
dm _ ,dx _ +bu 
df = df pax? 
因此 
da atbu _ ， a 1) 
dt bb—anx Bb-an ! 
分 离 变量 得 
一 -4 
人 (82 十 1) + ? 
两 边 积分 得 


tg 到 In (uau2+ 1) =In|t|+C,, 


其 中 心 , 是 任意 常数 。 代 回 原 汪 的 变量 2、+， 即 得 (14) 的 通 积分 


Vor = Ceres. 
有 些 方 各 可 以 经 过 所 谓 的 变量 平移 变换 化 为 齐 次 方程 。 例 如 形 如 


de _ t+bewt+e, 
dz A( 他 二 ) (15) 


的 方程 (这 里 ,Bi ,Ci, Gas, DC 淹 是 已 知 常 数 ，ci 与 6; 不 全 为 0),， 韭 


变 最 的 平移 变换 


于 上 下， 外 一 信 十 下 C16 


其 中 有 ,上 为 待定 常数 。 代 入 方程 (15) 得 
过 入 =f "ett (Cat hte) ) 
dé \ Et bnt taht bk+te) 7 


六 此 ， 只 要 选取 尺 , 天 攻 足 
B+ hg, 一 
人 OTT, {17) 
ht DRt+e, =0, 


则 (15) 就 化 为 齐 次 方程 
dy 了 (2 +O 
ds - {1 十 ,7 
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注意 ， 当 |2 | = 0, 即 -2 - 如 -4 时 ， 不 能 由 (17) 求 得 户 和 及 
wa, bs 1 1 


| 
此 时 可 将 原 方程 (15) 写 成 

de =/( (amt + bw) + ) 

dt Atat + bm) ti, /” 
作 变 换 VY = ot + rw， 仍 得 到 变量 可 以 分 离 的 方程 。 

dy _ y+ 
-有 = 
将 它 求 解 ， 氏 回 原来 的 变量 2，ft， 就 得 到 (15) 的 通 解 或 通 积分 。 
例 7 求解 方程 


dz w—t+1 


df ottrs* 

和 解 ” 作 变量 平移 变换 
t=E+h, w=nT 丰 ， 
其 中 月, 大 是 待定 常数 。 和 将 之 代入 原 方程 得 


dy _ -EthiD 
dé pts+t tkth+s) ’ 


取 上 上 满足 
{0 
kt+h+i5=0, 
凤 上 上 =-3, 矿 = 一 2， 得 
dr _ n-é 
E nts” 
令 zx= 二， 即 n9 = wi。 得 
dx _ ww—1 
“tse” Wrl’ 


_ {w+ 1) _ ds 
1+ ms de £? 
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- 去 钾 (+D -toin=InjC,§|, 


即 "tg w=In|CiV1+t+w |， 
其 中 心 , 为 任意 常数 ， 代 回 原 变 量 得 
Vm tt =Ce™ (到 3)。 


例 # 求解 方程 
de _ s+t+i 
dt 2¢+2f-1™" 
解 令 D=d4+t， 则 
de _ ee y+1 
df ad 25—1! 
因此 ， 有 
do -1_ vii ,2-2 
df 2m-1 20-1° 
分 离 变 量 得 
二 2 二 dp = dt 
纪 一 2 
两 边 积分 得 


2v+3ln]t—2|=i+C, 
民国 原 变 量 必 ,得 
2tm+)+3lnistt-2|=t+C, 
即 22+t+3Inlz+t—2|=C, 
还 有 一 些 可 通过 其 他 变 变 代 措 化 为 变量 可 分 离 的 方程 . 
例 9 求解 方程 
dr _ 
A + 2 
解 令 #=23+2r 得 
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分 离 变量 得 一 de ， -= df ， 两 边 积分 得 


二 


了 区 二 
yA tg ya 人 
代 回 原 变量 ，# 得 
1 -1 {m+ 20) 
7 了 tg 相生 = 上 t+， 
即 t+2t= V3 tg (+O)). 


再 来 看 一 下 例 3， 即 求 解 方程 2- = ia- 二 ， 作 变量 变 和 


y de. /2 # (vy-1) (y+2) 
df dr tte? (#8 于 Jr 人 t * 


设 y*1, 一 2， 上 列 方程 可 改 号 为 
dy df 


(yyi2) 


两 边 积分 得 
V1 cp, 
y+2 
代 回 原 变量 洗 得 


Wi- Cr 


Tt+2 


C1》 能 用 次 全 微分 法 求 积 的 方程 ， 
(i) 全 微分 方程 
将 方程 写成 对 称 形式 
Mus dr + Ns, dy = 0， ‘18) 
其 中 国 数 好 人， 及 和 Nz，9) 在 单 连通 区 域 G 中 具有 过 组 的 一 阶 
偏 导 数 ， 它们 基 已 知 的 ， 
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Tr 


车 方程 (18) 芍 左边 能 写成 一 个 函数 (5,) 的 全 微分 ， 刚 (18) 称 
为 全 稚 分 方程 此 时 有 有 dCs,) =0, 即 得 (18) 的 通 积 分 为 VU (2,2) = 
C。 由 微 积 分 知 ; 存 在 妃 (8, 引 使 
dU Cw Vy) = Nw yy do TN (vy) dy 


的 充 要 条 件 是 
on _ aN 
7 {19) 
故 一 般 地 只 需 验证 条 件 (19) ， 就 能 判别 18) 是否 为 全 微分 方程 
例 10 求解 方程 
1 1 秒 
(cosz + 十 jdz+ (七 一 ay = 10。 {20) 
1 -1 
解 现在 开 =c083 + 本 y gr? 有 
aM ,1 OnN 1 
By Ny Or 
页 (20) 是 全 微分 方程 。 


于 面 先 用 分 组 焉 全 微分 的 方程 求解 。 将 (20)? 改 写 为 
cosr ds + d+ 圳 dv 名 -dy)= 0, 
即 有 dksin ge) + ddn|yl) + df 全 ) =0, 
这 样 ,就 得 出 通 积 分 . 
sinz+In]y| + =C, 


还 有 一 种 解法 称 汶 两 次 积分 法 ， 设 找到 了 全 微分 函数 U (2,) , 则 


Br _ 1 
a CST+ jy 


、 一 1 - = Si 2 
所 以 0=|(coso + ) de PY = Sng+ 了 十 男 58) ， 


其 中 9p(9) 为 待定 通 数 ， 又 由 


得 


所 以 80 = 二， 即 pty) =1In|y|， 政 有 


Ur,Y) =sing + +In|y]. 


因 之 ,(20) 的 通 积 分 基 


sing+lnjyl] + =C. 


(证 ) 习 上 上 积分 因子 后 即 能 化 为 全 微分 方程 的 方 地 
有 些 形 为 (187 的 方程 ,市 身 不 是 全 微分 方程 ,但 乘 上 一 个 适当 的 函 
数 HZ,S) 天 0 后 ,能 使 方程 
PSyLRTIce Vdo i Nr, yydy] = 1217 
成 为 全 微分 方程 ， 此 时 称 Fl(z;8y) 是 方程 (18) 的 积分 天子， 由 于 52， 
4) 关 0， 所 以 方程 (18) 与 (21) 是 等 价 的 。 也 就 是 它们 的 解 是 一 样 的 。 
例如 ， 线 性 方程 “9 + P(e)y=0， 写 成 对 称 形式 P(z)gdz 
+dgy= 0， 显 见 它 不 是 全 微分 方程 , 但 是 可 以 乘 上 积分 因子 ejzea, 得 
已 TFT Pir)yYy dm +e PPIs dy = 0， 
它 可 写 为 QFejEeiareg]=0， 
放 有 通 积分 ej Pts)asy = L。 从 而 可 得 原 钱 性 方程 的 通 解 
y=Ce- iPr 
例 11T 求解 方程 do-xw dy = 0, 
=.1 得 -Ldr_ 2.dy= 
解 中 取 #= 访 ? 得 -dz 而 dy=0， 艺 
1 1 yy_ 人 YY 
.二 dz+zd 厅 ( 开 )=0 民 全 )=0. 
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所 以 有 通 积分 
了 =C 
4 


=_ 1 得 -到 dr-. 寺 dy= 
地 联 上 = Ei ds 世 dy=0,， 好 


ee 


所 以 短 通 积分 


Cc, 
站 
@ 取 h= 二， 得 归 一 和 归 -=0, 即 dln(| 多 |)=0， 得 通 积 
ie 人 
分 mm- 全 | = Co 或 全 =-C. 


@ 取 p= 一 yl- 得 -2.0 即 (tgr! -了 3)=0， 


mi 他 eo 


= -I ~- 加 Tc 
得 通 积 分 外 可 Cs y 。 


diny (2-9| ) = 0， 


通 积分 为 | Y=C 或 包 =C， 


外 这 个 例子 可 抑 ， 积 分 因子 可 能 不 是 唯一 的 。 熟 悉 下 列 一 些 全 微 
分 公式 有 助 于 用 观察 法 找 积 分 办 子 。 
yds +w dy = dry), 


wdo+ydy = ), 
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“dy Yds -a( y ), 


y dvr- dy =d(2 )， 


a 型 
pe d (lnv/wir ty), 
(ee) 
2 any (sit| ), 


-了 sdy a(in | 全 |). 


求 积分 因子 的 一 般 途 径 是 ,根据 函数 x(x, 3) 关 0 是 方程 (18) 的 积 
分 因子 的 充 要 所 和 件 
at) BY) 


2 DT 
得 出 上 & 所 满足 的 关系 式 
EB ‘aM _ aN 
Nas -M5 = Br as je， 


由 此 来 决定 出 函数 &， 如 困 效 (2 站 是 下 列 信 堪 分 方程 
Bn rar /eM 

N-Bs M- 褒 = 人 (号 

的 解 。 求 解 (22)， 一般 是 比较 辕 难 的 。 但 若 求 它 敬 某 些 特 解 还 是 有 可 
能 的 , 记 就 是 洲 ， 如 果 求 仅 与 4 有 关 的 或 促 与 有关 的 积分 因子 ， 则 
(22) 就 可 能 变 为 常 徽 分 方程 ， 但 这 时 对 于 及 与 W 是 有 条 件 限制 的 。 
易 知 ， 方 程 (22) 具有 只 与 过 有关 的 积分 因子 kte) 的 充分 必要 条 


1 /aM ON 
件 是 - 商 -( 苞 生 -- 侣 一 ) 只 与 2 有 关 而 与 无关 ， 这 时 有 积分 因子 


{22) 
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下 (fm =exp [f 太 ( eM 2 de]. 《231 


Oy 
类 似 地 ，(22)} 有 只 与 3》 有关 的 积分 因子 &(Y) 的 充分 必要 和 茶 件 是 
站 (人 人 
Hy) =exp [- 请 2 )ay|. (24) 
例 12 求解 方程 
《一 pdrt2omy dy=0, (25) 
解 此 时 和 =z- 22， 人 = =- 2 7, 2 =23， 显 . 
然 (35) 不 是 全 微分 方程 。 此 时 
3M ON -11211 .9N )- 47 -2 
ay an ; MN By Be 2 4 加 
阁 存 在 仅 与 人 有 美的 积分 因子 
h(n) el Ee = i 


在 方程 (25) 的 两 边 腾 上 -二 -， 得 


y 
他 

所 以 有 

1 所 1 E 3 一 

1 dst yd )+ 元 dy*=0, 
其 通 积分 为 

lnizj+ 王 =C, 
必 

注意 ， 吾 时 


1amM 20 .)= 4 ,47 
MH \ By Br — (my) wy 
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与 &，? 鸥 有关， 所 以 不 存在 仅 与 了 和 关 的 积分 因子 。 
从 本 质 上 讲 , 分 离 变 量 法 也 是 用 积分 因子 凑 全 微分 法 的 特殊 应 同 . 
事实 上 ， 将 方程 (8) 写 成 对 称 形式 
faa- dre=0. (26) 
除了 使 了 (8; =0 的 19 个 畦 解 x 二 ei =1,8,… 12) 外 ， 设 六 er) 夫人 


在 (26) 的 两 边 乘 上 积分 因子 ka) = 一， 得 


fw) ? 
-1 - 
gtd Fwy dz=0， 
得 全 微分 谢 数 及 通 积 分 为 
_ _ 1 
Ut, m= {gd (jC. 


综合 起 六 看 ,线性 方程 ,可 以 化 为 线性 方程 的 方程 , 变 若 可 分 离 的 
方程 、 可 收 为 变量 可 分 离 的 方程 都 可 以 视 鸭 寻找 林 种 特殊 的 积分 因子 
面 将 原 方程 忙 为 全 微分 方程 ,从 而 可 以 用 求 积 分 求 艇 。 因 此 ,一 般 教科 
书 或 参考 书 常 将 前 面 介绍 的 儿 种 类 型 的 方程 统称 汐 可 求 积 的 类 型 。 


习 是 
T. 求解 下 列 非 线性 微分 方程 ， 


OD rydr+(lr+1l}dy=0; 


全 vi 二 dy= xy dy; 
etgrty=2, yO = 一 13 
DD ry +2 wy=0, yO0) = 1p 


Dr+2y -1 } 
dr 四 

Or tl 

DD (+2ydr -rt dy= 0 

D272 ry 

[Dd 
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= ww 宇 一 开赴 
DD Dr-dytoOdrtrtrty- Ddy=0 


EE 287+2=d4v , 


y=y:— 三 


xdr= (x 28+IL) dy 
Cr+rly(yy -1) = ys 

DD z(er 一 2 =2; 
ri)y' sin y +2 xXcos y=2%- 2 
tt 2 


WD 324a2+- 二 = 


yt t= 
yi-2ry+5 
加 y+2Yery -ee 


[a 上 (zy) di=25+ fy) dt: 
1 站 


@ -2 由 dz -228 dy=0 
@ 2rd+tv ry dr dy=07 
rin Drydr—2y cos: zr dy=0 
(Crty+ i) drt+y dy = 人 0; 
rryty dr- rdy=0; 

全 zy =11 


{vy-H)ar+ dy - 


@ yrdr+ (cry) dy =0; 

ry dr +r dy = 2 drt dy 
rsino ydr+r sin 2 dy= 0 

1 rdr+tcosy dy) =27xsiny dry 
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2。 对 于 怎样 的 & 和 有 ,方程 内 = ero+bya 可 以 用 代 焕 y= 2" 突 为 章光 的? 
3#， 解 很 分 积分 方程 
| Tr dg=2 et ys) 
{提示 ， 两 边 求 导 , 利 用 条 件 y(0) = 及,) 
4. 车 zj vy d= (e+) dy(6) gf, 求 y. 
5， 解 积分 方程 


上 plary = 有 人 (2)。 
8， 解 函数 方程 


1— fieryfiyy - 
其 由 天 2) 为 来 知 函 数 , 且 假定 天 (0) 存在 。 
7， 利 用 禹 分 因子 分 别 解 一 阶 线 性 方程 y+ ptzi = dz) 和 及 努 利 方程 
y+ PT = qnA0,1}, 


8、 若 方程 -3 = fi，z) 有 只 依赖 于 + 的 积分 因子 ， 试 证 它 一 定 是 线性 方 


frtyy= -于 2 十 于 (7 


程 ， 
9。 试 求 册 方程 
Meirz,yydr t Nir dy=0 
有 共有 形状 为 wzd+a 及 LZ) 的 积分 因子 的 充分 必要 条 件 。 

f。 已 知 曲线 上 的 任意 两 点 卫 和 驴 之 问 的 弧 奖 与 五 和 名 到 定点 的 距离 之 
沽 成 正比 ， 试 求 这 曲线 ， 

提示， 用 极 兴 标 。) 

11. 一 质量 为 内 的 质点 ， 有 大 小 与 时 间 立 方 成 正比 (比例 系数 为 到) 的 外 为 
作用 在 其 上 ,从 初速 为 零 开 始 作 实 线 运 动 。 此 外 ,质点 又 受阻 力 ， 其 大 小 与 速度 和 
太 间 的 乘积 成 正比 (比例 系数 为 率 )， 试 求 速度 通 数 v1)， 

12. 设 一 摩托 艇 在 消 水 中 行驶 ， 水 的 阻力 与 艇 速成 正比 ， 设 在 艇 速 法 漳 1 
千 米 /个 时 时 发 动机 停止 工作 ,经 过 20 秒 , 艇 速 是 6 二 米 /小 时 , 试 来 在 发 动机 六 止 
工作 后 20 秘 时 的 艇 述 ， 
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$2 导数 未 解 册 的 一 阶 方程 


上 忆 数 未 解 出 的 一 阶 方程 的 一 般 形 状 为 
五 (0 和) = 0, (1) 
这 类 方程 的 求解 关键 在 于 首先 应 用 直接 法 或 引入 参数 的 方法 ,将 (1 化 
为 导数 己 解 出 的 一 阶 方程 ， 然 后 用 引 .1 中 韵 方 法 求解 之 。 具体 的 类 型 
有 以 下 几 种 ， 


一 、 能 直接 解 出 导数 的 方程 


如 时 能 从 (1) 中 直接 解 出 导数 ， 即 能 得 到 一 个 或 几 个 形 如 
= f(t,w) (f=1,2,. ,8) 
的 方程 , 则 用 1 中 的 方法 求解 这 些 导数 已 解 出 的 方程 , 就 求 得 了 原 方 
鹅 (1) 的 全 部 解 。 
例 1 求解 方程 
Sd -0 = 0. 
解 ” 适 方程 可 写成 
(aw)(E+o) = 0。 
从 中 直接 解 出 二 ， 得 到 两 个 方程 
全 = 中 有 顶 和 = 一 和。 
分 别 求解 这 两 个 方程 ， 得 到 
=Cet 及 j=Ce tt, 
显 见 ， 取 C=0 时 ,方程 有 解 $= 寺 0。 这 些 就 是 原 方 程 的 全 部 和 解 。 积 分 
曲线 的 分 布 如 图 5.1。 它 们 充满 了 全 平面 ， 过 平面 上 《除了 上 轴 外 ) 任 
一 点 ， 骨 有 两 条 积分 则 线 ， 上 轴 本 身 就 是 积分 曲线 ， 图 5.1 中 的 实 线 
表示 积分 曲线 z=C e:， 虚 线 吉 示 积 分 曲线 w=C et 


二 、 能 解 出 未 知 函数 x = g (上 ,全 ) 或 能 解 出 自 变 量 = 及 (2, 代 ) 
的 方程 
有 时 从 方程 (1) 不 易 解 出 <， 或 即使 易于 解 出 ,但 对 这 个 解 出 导 
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数 的 方程 不 易 用 1 中 方法 求解 ， 此 时 著 易 于 从 (I) 解 出 4s 或， 即 得 
方程 


留 5。1 
w= S(t, {2) 
或 
t= hw ,2), (3) 


则 可 以 用 求解 通 积分 的 参数 形式 (以 = 为 参数 ) 来 求解 。 先 来 看 几 
个 例子 。 
例 2 求解 方程 


入 
v= 部- 境 + 与 ~ , (4) 


角 信访 =3， 则 方程 (4) 可 与 为 
= 天 ip+ 二。 (5) 
在 (5) 的 两 边 对 { 求 导 (这 实际 上 十 消去 4 的 一 种 方法 ) 得 
p=2p 邮 -pp-t tf, 
即 
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(2-9(1- )=0, (6) 
由 (6) 解 得 力 = -3 ， 代 入 (5) 得 


臣 [ 直 经 
二 十 一 
2 


这 是 (全 的 特 解 。 册 (6) 还 可 以 解 得 -9 多 = 1， 积 分 之 得 
p=i+tC. 
将 它 代 入 (05) 得 


stmHEtC) + SC (+C) + 5 


这 是 (4) 的 通 解 。(4) 的 全 部 解 就 是 


=C(+C)+ -及 z= 
全 二 《 十 )+ 一 及 = 一 了 


要 注意 的 是 不 能 由 眉 = 万 ， 及 妖 = -多 ， 从 而 积分 时 -= 与 ， 


得 出 5- -二 -+ C， 因 为 这 不 是 (全 的 通 解 ， 实 际 上 ， 将 s= -二 -+C 
代入 (5) 得 C= 0， 即 仅 = -所 为 (4) 前 特 解 。 同 样 地 也 不 能 由 p= 


1+C 及 旋 = -下 -， 再 通过 积分 去 做 ,这 样 任意 常数 增多 了 ，2= 与 + 


Ct+ DD， 共 中 与 万 为 任意 常数 , 它 也 不 是 (和 的 通 解 , 因 若 将 其 代入 
(5) 得 万 = Cz， 即 只 有 函数 = Ci+ C) + -号 是 (4) 的 通 解 。 

从 (5) 得 到 6) 的 过 程 实际 上 是 把 原来 的 一 阶 方程 变 为 二 阶 方程 ， 
玖 若 从 办 =- 虹 - 积分 求 得 的 钥 是 二 阶 方程 的 解 , 须 代 回 原 米 一 阶 方程 
《4) 加 以 验证 。 
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例 3 求解 方程 


da dtrj+ 8 = 0。 Lh 
和 解 ” 令 力 =#， 则 (7) 可 以 改写 为 
-dtsp+8 w= 0, 《By 


从 (8) 解 出 上 得 
= pk .a 让 :+ 2 


42p Ee pp" 

在 上 式 两 边 对 @ 求 导 ( 这 实际 上 是 消去 的 一 种 方法 ), 得 到 
1 dd _ FF ,2p 2 2% dp 
pp de dw 4 do pp Fr de’ 

p11_fp 2dp 

即 (在 - 却 )-( 让- 到) 感 ， 


显 见 ，4 三 0 是 47) 的 特 解 ， 但 =CC 关 0) 不 是 (7) 的 解 。 因 此 可 设 
% 到 0， 思 天 0 得 


- 1 _ 1 dp\. 
(ps 4o5( 了 = (9) 
由 (9) 式 得 =4ow2， 即 万 = (48:3， 特 之 代入 (8) 得 
drm tod awe) + B= 人 0, 


即 得 (7) 的 特 解 2= -和 5-8， 又 由 (9) 式 得 


2% pp de 
解 得 1p|=OA Tse| ,其 中 他 是 任意 非 负 党 数 。 将 它 代入 人 8) 得 
Gj] a vl + 8os= 0, 
或 写成 
Oa4 Bt +81els =0, 
部 ol- (CtY. 


记 万 = -号 ， 上 式 可 写 为 
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io] = CD Dt) = DD: 1:), 
如 时 又 记 C*"=D'， 得 
1p| = Ce(Ce 一 有 2 
本 得 (7) 的 通 解 为 
w=CC-0)’, 


加 上 特 多 c= 到 -# 组 成 (7) 的 全 部 解 ，《7) 的 积分 类 级 的 分 布 如 国 


5.2， 图 中 实 线 代 站 积分 曲线 "= -六 所， 吓 线 代表 一 族 积分 身 线 < 
CC -1)*。 易 从 图 中 看 到 过 全 平面 中 任 一 点 至 少 有 两 条 积分 曲线 。 


再 来 看 一 般 情形 。 
(i) 对 来 知 函 数 解 出 的 情形 ， 允 = 8 (1,$)， 
在 方程 的 两 边 对 求 导 得 
p=.d - 8g 人 人 + 28(t, 妥 db 
亚 at Bp df 
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设 -8 各 尖 0， 上 列 方程 可 以 写成 


部 =[ 322 六 1/ 2 pb) ， (10) 


这 是 一 个 以 户 为 未 知 遂 数 ，t 为 自 变量 ， 导 煞 9 忆 解 出前 加， 车 


用 和 $ 1 中 的 解法 , 能 得 (C10) 的 通 解 力 =g(,C)。 区 其 w= g(t, pt,C)) 
是 摩 方 程 (7) 的 通 解 。 又 车 用 5 1 中 的 解法 ， 能 得 (10) 的 通 积分 对 (所 
起 ,C)=0， 则 方程 (2 的 遂 入 分 为 如 下 的 参数 形式 ， 

{2 0- 0， 


r= gt,D), 
(i) 对 自 变 量 解 出 的 情形 ;f= 及 (2,2)。 
在 方程 的 两 边 对 名 求 导 得 
1 二 Po p) ,Ohtw, py dp. 
pp de ap dv “ 
rm Ohm, Pp) 
设 一 gy 去 0。 则 有 
dp _T1 eh0, pp) Oe 
de -| 一 1/ 011) 


人 


用 1 中 的 解法 可 得 (11) 的 通 解 为 p=(z,C), 易 知 f= 有 (B,CC)) 
是 项 方程 (43》 的 通 解 。 又 营 用 $ 1 中 的 解法 能 得 (11) 式 的 通 积分 为 
(wD,C) =0， 因 此 (3) 的 通 积 分 为 以 下 的 参数 形式 : 


Per, pC) = 
f= hw, Pp), 
三 、 不 蛤 含 未 知 函 数 。 或 不 显 含 让 变量 # 的 隐 式 方程 


(i) 不 显 含 未 知 苗 数 x 的 隐 式 方程 
Ft,s) = 0, (12) 
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下 面 用 例子 来 滴 明 (12) 的 解法 。 
例 4 求解 方程 
i+ 212= 0 
解 邻 = 人 2 则 方程 (18) 可 改写 为 
B+rp:-21p=0, 
作 变 量 代 换 十 = So， 将 之 代入 ( 14) 得 
H+ st 2 5 = 0， 
可 以 解 得 
+=9(3)= 下。 
注意 到 dz = 立 入 ， 就 有 
de = stoft = sp (S)P'(S) ds 


253 28 ) 
ST 1+ 5 ds, 


积分 之 得 


3C1Y4S 
= prs tC 


原 方 程 (13) 的 通 解 有 以 :为 参数 的 参数 形式 表示 


1= -2 ， 
1+s 
3(1+455) 
CTT Sr) +C, 
(i》 不 旺 含 自 变 量 的 隐 式 方程 
五 (他 让) 一 个 
下 面 也 只 用 例子 说 明 解 法 。 
例 5 求解 方程 


pH 1) = (2-8) 
解 ” 令 力 =， 则 (C16) 可 改写 为 
wp- 1)=(2- Pp), 
作 变 量 代 换 2 一 了 =2ws, 旭 p-1=1-%'5， 代入 (17) 得 


(13) 


(14) 


(15Y 


(16) 


《17》 
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lo 5) = ps, 


注意 到 二 0 不 是 (16) 航 和解 ;下 可 设 % 太 0， 即 有 


1— ws= 32 
或 写成 w= 175 ls 
号 3 MG 

故 得 

四 = 了 2 一 和 3 一 人 一 33 
又 

ear 

dv= (os ) ds -1 ds, 

有 是 


由 此 解 得 {= 一 -+C， 从 它 得 到 


即 得 方程 (16) 的 适 解 为 


w=t-C- 1! 


ft- * 


四 、 克 荧 洛 (Clairaut) 方 程 


下 面 沽 碟 一 种 特殊 的 求知 画 数 已 解 出 的 方程 ， 它 的 未 知 诡 数 的 导 


数 未 艇 出 ， 形 如 
os=ip+1{p) 
的 方程 称 为 克 菜 落 方 程 。 
俩 6 求解 方程 
w=tV lt ， 
和 解 ” 令 户 =， 刚 (19) 变 成 标准 的 克 莱 党 方程 
w=iptvy1lt+p 
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两 边 对 了 求 导 得 


= ap 2 dp 
bptidr tyYIrp df 
于 
_# dp 
(t+ jo ) = 人。 《217 
岂 上 不 得 
.bt . 
{= Vir+ 更 ， (22) 
将 它 代 入 (19) 或 (2 中) 得 
pb 1 
到 TIT + lt+p JIT (23) 
从 {22) 与 (23) 中 消去 得 
ii 二 大 = 


这 是 单位 加 的 才 达 式 。 它 是 一 个 特 解 的 积分 曲线 。 
又 由 (2 得 - 胃 =- 0， 即 户 = C, 将 之 代入 (19) 得 
38=Ct+wI+C2 ， 


这 是 一 族 直 钱 ， 它 是 方程 (19) 的 通 解 ， 
下 面 来 看 一 下 克 莱 洛 方程 的 一 般 解 法 ,在 方程 (18) 的 两 边 对 t 求 导 


-ptt 台 :tw 将， 


得 


dp jp, pp 
E+ f(D =0, 


def 
由 此 得 f+ 了 (加 =0， 即 = 一 了 人 ( 轧 ) 二 革 ( 力 ) ,将 之 代入 原 方 各 (18) 
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def 
得 =fp+ 大) = 一 了 人 ( 才 + f(D) 三 FY(p)， 这 祥 就 得 到 了 方程 (18; 
的 以 户 为 参数 的 参数 形式 汐 一 条 特 狐 的 积分 曲线 
f= (Pp), =p), 


又 可 得 =0， 即 得 思 =C ,代入 (18) 得 一 诛 直 线 


T=Ci+t OC), 
这 就 是 (18) 的 通 解 ， 


习 是 


1。 求 解 下 列 方程 ， 

D (rity = 1 

国 ryy + py + ry! + ry = 0 
yary + oy = 000)3 

DD yy HY +2 EY ~ T=0, 

2。 求 下 列 方程 的 通 解 或 通 积分 ; 

加 ay + my += C0 和 于 00.58; 由 ,4 均 为 实 常数 7 
DB ev'cos y'=0s 


DE 
Hy-xAl~y")=0 
B+ dy = 0 


Y= 2 yt ty 


DY cossyty sinscos recos y -sing eos z= 0 
{提示 ; 令 #w=siny, v=sinw,)》 
(TOU? 2 ry — = 0 
DE 
(提示: 今 W=。) 
yr+ sin HY = ys 
已 gz 
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y= ty mY 


yy 1 
T= + 
1 


RE 
( 划 示 : 令 W=ZX*,， = 护 )。 


0 
(提示 ， 令 y =,】) 
B41yy+2 ry -y=0., 
提示， 用 # 习 方 程 两 边 并 令 w= 护 ,) 
3。 求 曲线 ， 使 它 的 姥 线 在 两 坐标 轴 之 间 的 线 刻 长 度 等 于 常数 &。 
4. 一 质点 在 重力 作用 下 洗 西 线 无 摩擦 地 滑动 ,在 水 平方 向 成 等 速 运动 , 求 此 
曲线 。 


(提示 :利用 能 量 守 全 定律 知 - 坟 -ma(z"+ 9 = mgy.) 


5, 证 明 方程 x'y"+3 zy 91+3y'=0 只 有 零 解 ， 
(提示 将 原 方 程 改写 为 (zy'+ 3-y ) + 一 -y=0.) 


33 高 阶 非 线 性 方程 


高 阶 非 线性 方程 的 一 般 形 式 为 
Fs, tn ) = 0, (1) 
其 中 %>2， 称 (41) 为 % 阶 非 线性 微分 方程 。 尽 管 对 (1) 的 求解 比较 难 ， 
有 的 芯 至 不 能 求 得 用 分 析 形 式 表示 的 解 的 ， 但 仍 有 有 一 些 类 型 的 方程 是 
可 以 求解 的 ,其 基本 思想 是 通过 适当 的 变量 变换 使 (1 降低 阶 数 .下 面 
分 别 讨 论 几 种 特殊 类 型 的 高 阶 非 线性 方程 的 求解 。 


一 、 不 显 含 未 知 函 数 x 的 方程 


现 讨 论 不 显 含 未 知 函 数 2 的 方程 
RC) = 0， (2) 
或 不 显 舍 来 知 函 数 和 及 直到 天- 1(% 守 ki>1) 阶 导数 的 方程 
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Ft, m,n = 0。 (3) 
显 见 ， 可 以 分 到 作 变 量 代 换 必 = 了 或 zwW}=z 和 将 (2) 和 (3) 分 唱 化 为 


下 人 二 C4) 
和 
Ff, 2 ty) = 0, {5) 
其 中 方程 (4) 或 (5) 的 阶 数 均 小 于 x， 因 而 求解 起 来 一 般 要 比 求 解 芭 阶 
非 线 性 方程 (2) 来 得 容易 些 。 
例 1 求解 方程 
1 


+ 人 "=0, 


解 令 oi = 旋 则 得 +- 止 思 =0， 易 得 思 = -5 ， 其 中 C, 为 任 


证 常数 ， 于 是 有 ar = 力 = -G- ， 积 分 得 原 方程 的 多 


w=C nt +C,, 
其 中 C, 为 雪 一 任 间 常 数 ， 


俩 2 求解 方程 
zt ~ i =0, 
和 解 令 2 中 =3， 草原 方程 化 为 
1 1 
3 -= 0 
其 全 部 解 为 了 = Ct= 24CC=24C)。 再 解 方程 2 多 = 24 Ce 将 之 
积分 三 次 得 原 方程 的 通 解 为 
w=Ct + Ct Ctt Os 
其 中 1 C,, C,, C, 是 四 个 尾音 常数。 


二 、 不 显 含 自 变量 : 的 方程 


它 前 一 般 形 状 是 
交合， = 0, (6) 
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为 了 达到 隆 阶 的 目的 ， 可 以 令 思 = 作为 新 的 未 知 函 数 ， 而 把 4 作为 
新 的 自 变 量 ， 贝 于 


gf 
dr dp db dr pdp 
dd vd dr dd dr ’ 


dr-1p 


SR 民有 
F(s,p,p92, …)= 0， 


即 新 的 方程 
n=l 
G(s, p, 1p p,... 了 笠 )= 0, 
它 比 原 方程 (5) 降 低 了 一 芥 。 
例 3 求解 方程 
必 # 十 2 一 0。 《7) 
圭一 让 


租 令 力 =or， 则 mr"= 访 9 多 ， 将 之 代入 原 方程 (7) 得 


Pp 入 + 和- (8) 
显 见 w=C 是 (7》 的 解 ; 即 上 =0 是 上 述 方程 (8) 的 解 , 设 天 0, 就 有 
Ap i dw 0, 
p i-e 


* L985° 


解 得 户 = Ci(w 一 1)。 所 以 


qz 一 一 
-a =C.(w%— 1), 


故 有 2-1=Csem。(7) 的 全 部 解 是 
、 w=1t+C, eo, 
C1=0 时 对 应 % 寺 CC 的 解 ， 


例 4 求解 方程 
do do - 
ts 一 所 亚 = 0, 《9) 
解 令 ?= 名 ，p= -32 = -3 ， 则 方程 (9) 化 为 
ip—-er— y=0, 
即 
y=ip-e?, (10) 
这 是 克 莱 洛 方程 ， 立 即 得 到 通 解 
y=Ci-er, 
对 应 (9) 的 通 解 是 方程 
-等 = Ct-e 


药 通 解 ， 易 知 它们 为 
w= Ct -ett Co 


其 中 C* 为 任意 常数 。 又 (10) 的 特 解 为 


f= 8?, 
上 
即 . y=tn|t| ~ 1), 
对 应 (9) 的 特 解 为 方程 
. a _ 
tnltl 1), 
即 可 解 得 (9) 的 解 为 
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z= anft] -Dat nl +0, 


这 里 侣 为 任意 常数 ， 
例 5 求解 方程 


ve) =0， (11) 


解 ”， 刀 见 (11) 中 不 显 舍 自 变 量 刀 可 将 &% 视 为 新 的 自 亚 量 ， 
y= - 诗 _ 视 为 新 的 未 知 函 数 ， 则 


dw dy _ dy dr dy 
da de df Yds 
各 (11) 挛 为 
oy 0 


显 见 3 二 0 是 此 方程 的 解 即 #8 三 常数 局 是 (11) 的 解 )。 设 3 天 0, 则 得 
人 Ys 加 ， 即 有 2=Ciw， 其 中 C, 为 任意 常数 ， 再 从 方程 32 = 


由 必 >” 


Cw， 解 得 2 =Coe*， 其 中 CC, 为 任意 常数 ， 这 就 求 得 方程 (11) 的 全 
部 解 为 


v= Cent, 


三 、 齐 次 方程 
设 方 程 (1) 中 在 端 下 关于 (2,z,…,w9) 满足 如 下 的 4 次 齐 次 条 
忻 : 
ds dr Nm dy dw 
OT 


就 说 (1) 是 齐 关 方程。 这 时 ,显然 有 


Flv ,= Fhev lv i 


因而 者 作 变 量 代 换 
_ 1 dr 
助 有 - 竺 - =wy, 且 9 = ， 即 
1 do _ es dy 
5 dE -72 df " 
dy dn™iy 


EH 


一 般 地 ， 用 数学 归纳 法 可 证 ， 末 -电能 用 9》，- 守 ，…，- 名 - 
改 示 。 显 见方 程 (1) 可 以 由 -1 阶 方程 
PE, ys ys y= 0 


代 炮 ， 未 知 函 数 为 y， 自 变量 为 
仍 以 前 面 栅 5 为 例 来 说 明 。 其 中 


Fw 可， 办) ()， 


它 是 关于 %，- 时 -，- 了 名 


Pot 和 ,4)-do(t 冲 )-(: 独 


= to (| (tr, , de). 


为 此 作 变 量变 搁 


即 
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冯 . 0, 解 得 7=C1. 从 而 又 得 方 各 -入 -“Cw， 多 得 “+ 


故 原 方程 的 全 部 解 是 = Cire。 


例 求解 方程 
9 =(2- 上 再) 。 (14) 
解 ” 亚 见 
五 全 c- 等 ， -$-)= tm p(w-t) 


是 2， 申 ，-3- 的 2 次 齐 次 本 数 ， 又 人 =0 是 方程 (14) 的 特 因 ， 


设 z 二 0， 令 y= 汪 性- 半 w=ef ， 故 有 . 


dr _ 1 
0 


和 


将 它们 代入 (19 得 
2( 全- ed = 人 1 ty el ， 


即 
+ = 1- 2 ti, 
或 配 为 
dy 1-2fy 2. 
千 = 一 3+ EE" 
解 得 
?= 地 +- 二 。 
从 而 得 到 原 方程 (14) 的 全 部 解 是 
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Da 


w=Cte™: 和 


洪 中 ,与 Ci 为 任意 常数 。 


四 、 全 柚 分 方程 


类 似 于 一 蔗 方程 中 的 爹 被 芬 方程 ， 商 阶 方 程 中 也 有 全 微 耸 方程 。 
车 对 (1) 中 的 瑟 ， 容 在 着 某 个 %#~ 1 阶 的 微分 表达 式 四 人 全 
win™1)) 使 


PER EY = B06, ,es (15) 


则 称 (1) 是 全 币 分 方程 。 显 见 此 时 有 #= 1 阶 方程 
Dt wy, 1)) = 人 《16) 
其 中 心 为 任意 常数 。 若 能 求 得 (16) 的 全 部 解 
w= tC Cs, Cn) 
其 它 也 是 (1) 的 多 部 解 ; 基 中 CC ,Cn 均 为 任意 常数 ， 
与 方程 为 一 航 时 的 情形 一 样 , 育 时 (1 本 身 不 是 全 微分 方程 ， 但 晶 
薪 上 上 某 个 适当 的 函数 A 吉 oz) 后 ,能 使 方程 
Ht my RNP PE T= 0 
成 为 全 微分 方程 ， 这 时 就 称 1 ) 是 方程 (1) 的 积分 因子 。 
现 仍 回 到 例 5。 方程 (11) 本 染 不 是 全 微分 方程 。 显 见 z= 一 0 是 


(11) 的 解 ， 设 = 关 0， 则 可 取 积分 因子 4= .二 ,用 它 乘 (11) 的 两 过 得 


1 dx 1 企 }=0, 


四 wi \ df 
即 ， 
+ 二 (= 
或 写 为 


故 有 通 积 分 党 -= C1. 干 是 得 出 原 方程 (11) 的 全 部 解 为 6= Ce” 


其 中 心 与 Cs 均 为 任意 常数 ， 
例 7 一 个 质量 为 拘 的 质点 ,在 上 只 依赖 于 其 位 置 2 的 引力 (2) 的 

作用 下 ， 运 动 方程 是 
d2w 


dr = (8), (17) 


ne 


求 其 解 
解 。 显 见 (17) 不 是 全 微分 方程 。 但 是 可 以 用 积分 因子 a= -华科 


上 (17) 奎 边 ; 所 得 方程 的 全 微分 方程 ， 即 


积分 之 得 
寺 w( 铝 ) -二名 ) =| red 018) 
此 式 的 力学 意义 是 ,由 位 移 从 zw 变 到 z 所 引起 的 动能 的 变化 等 于 外 力 
(tz) 在 这 段位 移 中 所 作 的 功 。 这 就 是 所 谓 的 动能 定律 。 方 程 (18) 是 
一 阶 方程 ， 易 由 前 面 的 姐 法 解 得 . 
当然 方程 (17? 世 可 以 看 为 不 显 售 自 变量 了 的 方程 ， 用 前 面 的 方法 


求解 如 下 ， 令 力 = -各 - ， 则 (17) 化 为 


mp oe = fo), 


亦 可 Pp d= 了 (Zz) dw ,两边 积 分 得 
1 1 了 7 
mw) mp (zi) = 人 fb)dé, 
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即 有 


计 w( 儿 -mf a 
也 就 得 到 了 (18) 式 ， 


习 十 
1。 求解 下 列 方程 
2 da dr 3 
0 4) 0 
dr dw “2 
ln 


9 车 -VC 本 太 


drt dr 
各 dr YY 一 
di3 +( dr es 


他 rd =-( 针 ) +15x"T, 


dsx dz 
eter. 


2。 求 出 满足 下 列 给 定 的 初始 条 件 的 解 ， 
D py" = 2 708, 4(2) =2, y"(2) =0,5 
二 27 307=0, y(0) = -3, yO0) =1, y"(0)= -1s 


i 
@ sy ay, YO) =1, y(1) =4 


图 = 0) = ~ 2, y'0) =0, V0) -4 二 


ycos yy siny=y", VL y'(—1)=2, 
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3。 一 个 物 床 只 受 地 淄 引 力 的 作用 ,成 高 处 落下 ;如 果 书 知 地 球 半 径 为 5400 于 
闪 ， 试 求 该 物体 落地 时 的 速度 。 

4。 一 个 质点 矢 徐 演 人 滚 志 , 设 下 沉 时 的 庶 作 用 与 速度 成 正比 。 试 求 质点 的 运 
动 。 

5。 求 曲线 Y= 多 zz) ， 全 它 在 竺 疗 一 点 14: 细 处 的 型 率 等 于 在 这 点 (437) 的 切 
线 与 模 烛 交角 的 正统 。 

6- 设 有 有 质量 为 2 干 克 的 黎 体 ， 受 到 与 攀 体 位 称 的 三 次 方 成 正比 的 力 的 作用 
(比例 常数 为 1), 已 知 位 移 筹 于 1 米 时 的 速度 为 0.5 米 / 秒 ， 试 求 该 物体 的 运动 - 


$ 4 非 线性 方程 组 
8 个 未 得 函数 ,2ys ts 的 非 线性 常 微分 方程 组 的 一 般 形状 是 
LN Pas ny) =0, 1) 


， (f= 1,2,° stE), 
一 般 说 来 , 方程 的 个 数 和 未 知 荡 数 的 个 数 7 不 一 定 相 等 。 下 面 仅 讨 
论 天 = 天 的 情形 。 先 考虑 最 高 阶 导 数 能 被 解 册 的 方程 组 , 即 

他 三 ff 3 sit 人 3 42n ny mn 站 
人 二 0 本 Tn Sa se }s {2} 
(gm 二 fn (#,P, ， 仿 1 9 机 ED Ei IPs ny EE ), 
上 述 方 程 组 (3) 称 为 标准 的 方程 组 方程 组 (2) 的 解 是 指 确 定 在 4 一 1 
内 的 个 泗 数 (站 ，wa()，-…，ws(t， 如 果 把 它们 代入 (2) 后 能 每 
到 在 ga<t<5 内 的 % 个 得 笑 式 .特别 地 , 当 14,= ?49s=… = 1s = 1 时， 
标准 的 一 济 微 分 方程 组 是 


和 = f(t ys Dy 


| -人 = Fatt, t,t Fn) (3) 
-ee = Fn, , Py ne 
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在 前 面 线性 方程 组 的 情形 ,已 经 知道 ,一 个 六 阶 线性 方程 可 以 化 为 
由 多 个 方程 组 成 的 一 阶 线性 方程 组 。 斑 以 2 为 未 知 男 数 的 标准 的 基 阶 


非 线 性 方程 
w= 天 (下 由 人 1 省 他 -二 
为 例 说明 其 解法 。 
引进 新 的 未 知 函 数 


DL = 
则 (可 化 为 标准 的 一 防 方程 组 
(Yt ws, 
] 和 =D， 
P= ,Rn 
如 果 求 得 了 难 阶 方程 (4) 的 解 罗 = wp(?)， 那 末 函 数组 
| Si = 0), P= pH) v= pe 
就 是 方程 组 (5) 的 解 。 反 之 ,如 果 求 得 了 方程 组 (5) 的 解 
Bi = ,= n= Bn), 


‘4) 


5) 


则 w= 上 (四 就 是 妈 阶 方程 (和 的 解 。 因 此 ,在 这 种 意义 下 ,我 们 把 (5》 


与 (4) 敌 成 是 等 价 的 ， 


一 般 地 ,对 标准 方程 组 (2)。 可 用 引进 新 的 来 知 函数 的 方法 将 它 化 
为 标准 的 一 阶 方 程 组 (3)。 因此， 我 们 下 面 着 童 讨 论 方 稳 组 (3) 的 求解 


方法 。 


高 阶 方 程 公 有 一 个 未 知 函 散 ， 求 解 比方 可 组 要 痊 易 些 。 下 面 以 例 


子 说 明 如 何 把 方程 组 的 求解 化 为 高 阶 方程 来 求解 ， 


例 1 求解 方程 组 
dm ds dy 
dr ta Td 
dy 
dr3 


+ 了 =0, 


十 区 三 0。 
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(6), 


{6), 


解 ”用 类 似 消去 法 前 思想 消去 "， 以 得 到 关于 ? 的 高 阶 方程 。 


由 (6), 得 到 w= -- -9 过 ， 将 之 代入 (6); 得 


dy ,dy dy 

df dd dt 

这 是 一 个 常 系 数 线性 方程 ， 共 各 应 的 特征 方程 为 
A A-1=0, 


+y=0, 


即 
(A DTDO+A+1Y =0, 
得 特征 根 为 1 =1= -1 -+ Ya i = -1 Vj, 
2 2 2 2 
故 有 通 角 


y= Cier+Cae-T(Cacos V3 i+C, Sin M3 A)e-#, 


由 于 
=Ce: -Ce tie- [32 -Cu Cs)eos VE 
0 


所 以 得 


WJ Ue-m Ce 


十 e [(22-c.- 二 Csjcos -3 
人 


其 中 Ci,C;,CssC4 均 为 任 塌 常数 。 
例 2 求解 方程 组 


笃 - =1- 方 ， (7) 
1 1 
时 -= 一 (7)， 
解 ” 由 (7), 解 得 
v=tt 
将 之 代入 (7)1 得 
-1 -wor=1- 1 
1 y 1 ED 


部 有 入 - 瑟 - = 0。 这 是 以 ? 为 未 闫 函数 的 二 阶 方程 , 不 显 含 自 变量 


纪 可 令 力 = 多 ， 则 加 = 加 9 ， 故 得 


d 由 如- 
Pay 0 
因为 ?一 常 数 不 是 解 , 故 可 设 户 关 0， 由 上 式 得 
-dy -了 
df Bp 


解 之 得 力 = Ci%, 从 而 得 到 方程 
“= Ci?， 求 得 通 解 7 = C8。 由 此 可 得 到 


v=t+ = 


» 


1 
CC, 
其 中 Cl，C; 均 为 任意 非 零 常数 。 故 (7) (7)。 的 全 部 解 基 


-Dr 


+ Tee J 
y= eo 
二 、 代 为 部 分 的 全 微分 方程 (首次 积分 法 ) 


类 似 于 高 阶 方程 用 积分 因子 化 为 全 微分 方程 的 方法 ， 我 们 可 以 设 
法 从 原 方 程 组 (3) 经 过 适当 的 运算 ， 重 新 组 成 一 个 “部 分 "的 全 微分 方 
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程 
人 0 (8) 

从 而 得 到 (3) 的 一 个 通 积 分 久生 ,8 名 sss) 二 忆 ， 共 中 忆 为 任意 常 
数 , 也 称 之 为 首 深 积分 。 从 这 个 意义 上 讲 ，, (8) 充 是 {3) 的 部 分 的 等 价 方 
程 。 这 里 * 部 分 * 的 会 六 是 指 (8) 的 解 仅 给 出 了 未 知 冰 狼 二 ,2 ,… ,zw 的 
一 个 英豪 式 , 即 《3) 的 解 应 该 讲 足 的 一 个 关系 式 。 型 然 , 得 到 了 上 述 形 
或 的 一 个 普 次 积分 ,也 就 可 以 消去 (3) 中 一 个 未 所 攻 数 ,这 样 方程 的 个 
数 就 减少 了 ,也 达到 了 方程 组 “ 降 阶 ”的 目的 。 

现在 先 给 册 算 次 积分 的 严格 数学 定义 。 假 设 函 数 见 (和 ciyzz，…， 
wa) 在 区 域 DD 具有-- 阶 连续 偶 导 数 , 它 不 便 为 常数 , 如 果 将 方程 组 (3) 
的 在 一 解 %,= pe 中 (= 1 2 名) 代入 后 得 到 的 ELC, B) 的 函数 恒 
为 常数 ， 则 称 

PF, sy) = 站 

为 (3) 的 一 个 首次 积分 ,这 里 CC 为 任意 常数 。 让 时 也 称 函 数 (fx,， 
为 方程 组 (3) 的 首次 积分 。 

由 这 个 定义 可 知 方程 组 (3) 的 首次 积分 可 以 有 无 穷 多 个 因为, 营 
由 方程 组 (3) 的 上 个 首次 积分 ， 刚 任何 连续 可 徽 玫 数 
转世 是 方程 组 (3) 的 首次 积分 。 


例 3 求解 方程 组 
等 -= 志 ， 《9) 


解 式 69) 两 端 分 别 除 以 式 (9): 两 册 得 -加 -= 隐 -， 可 求 得 一 


个 首次 积分 -多 -= C1. 将 它 代入 (9), 可 得 -各 - =-C ， 积 分 上 式 得 


Cy ~ 二 =C,, 于 是 
Ty— = Cs 
是 又 一 个 首次 积分 ， 苓 
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中 


生 9 
ZJ 一 在 = 


底 是 方程 组 (9),，(9)。 的 通 积 分 。 易 见 ， 从 这 个 通 积 分 可 以 直接 解 出 


各， 了 为 CC 的 函数 。 
例 4 求解 下 述 对 称 形式 的 方程 组 


dz 四 dy 一 dg 
TN a) 一 其 好 十 多” ami yy* 
解 ”将 (10) 化 为 
vdy Fay - zdz 
Ty?— 22) 一 和 2(22 十 各 2 Zw 十 YY $ 
即 
dy? dy -ds 
30 Y ~ 22) -2 (8 +4 wy) 和 220 * 
考 虚 到 


d(w: + y?) 可 过 2 
2 a 22220037 可 得 
一 do2 二 32) = dz’, 
即 得 do2 直 加 二 RE 0 巩 硝 一 个 首次 积 秀 为 


bi 


再 考虑 到 
Qoy2 四 要 2 
~2P(C-J) 一 82C 2 
令 2= 界 = 如 ， 即 得 
dx + dv 
wt ~ 2) vlC -v2) 


二 日 


n te 
积分 之 ， 得 
ED =C 
《人 
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(10) 


这 样 就 有 另 一 个 首次 积分 
F222= CC FC 2), 
的 育 5C10) 的 和 积 分 . 
(ee 
Ya (mt VD 2) = CO,, 
上 面 两 个 位 子 中 ， 我 们 在 求 得 了 两 个 首次 积分 以 后 ， 就 认为 方程 
组 的 求解 问题 已 解 决 了 ， 这 里 自然 要 提出 如 下 两 个 问题 ， 一 是 究竟 要 
求 出 包 少 个 首次 积分 才 算 求 得 了 方程 组 的 通 积 分 ? 二 是 如 何 求 首次 积 
分 ? 
关于 第 一 个 问题 ， 我 们 不 加 证 朋 地 狗 述 下 面 的 定理 ， 
定理 假若 pt a ;Vn (f= 1,2,… ,2%) 是 方程 组 (3) 的 % 个 
互相 独立 的 首次 积分 ， 即 


加 (由 Woy: Pn) =i i | #0, 《113 
(9 ss , i i 
| Op 人 ny Oa j 
Em, ab， Bw | 
那 末 ， 由 个 三 几 个 关系 式 
BE mi Ts Ta) = Os (2=1,2,..,}%) {12) 


确定 的 隐 子 数组 
wi= PEC Cas Ca) (f=1,2,.",4) 
就 是 方程 组 (3) 的 解 或 通 积 分 ,其 中 心 ,CC ，… ,Cs 是 个 任意 常数 ， 
关于 第 二 个 问题， 一 般 地 可 将 方程 组 写成 对 称 的 形式 ， 


dw 一 一 一 
FE ms, Wa) 人 化 5 
二 = 二 da 
01 wn) 


或 更 对 称 的 形式 
do -dr ~ 
让 区 ot, ,ty ) 
Qt 


= | = df 2 
nt Ts Ln) odin) 
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我 中 全 = 六 全 = 1 2 2)，。 然 后 ,利用 比例 的 性 质 谈 成 全 微分 为 
程 ， 通 过 积分 去 求解 而 得 到 首 汶 积分 。 求 得 了 一 个 首次 积分 以 后 ,就 
可 以 从 中 解 出 茶 个 未 知 阔 数 ， 然 后 从 方程 组 (3) 中 消去 一 个 未 知 前 数 ， 
使 之 减少 一 个 方程 ， 再 继续 求 首次 积分 或 求解 已 * 降 阶 ” 本 的 方程 组 ， 


习 是 


1。 求 解 下 列 方程 组 ， 


也 并 
OD i -= Ty! 


2 
国 = ,tl 


zy—1) 
OD Y= HE, 2 2 
dx _ dy 生 放 
® 十 r+y! 
Hy _ 2 
四 江 汪 rye RD! 
dy __ dz 
回 - -2 二 
命 dy _ 可 电 
去 Fy 2t2—#) yy — ey # 
_dx . dy dg 
全 rT ra 
网 _ 4z = dy = ds 
TU — 222) yt) 22032383 


rf -ya =0, 


+ Ta) ty =0, 


2 =x cos intt + 1) ysinin( +1); 
此 


总 - =x 3 1utt +1) ty cos 1att +1) 


2， 试 求 注 时 下 面 两 全 条 件 的 湘 条 世 行 谢 线 ， (14》 夺 这 两 条 条 绕 上 有 租 同 机 
上 坐标 的 一 对 点 好 所 引 .的 切线 交往 纵 轴 上 上 ， 所 引 的 靶 线 后 交 于 慌 轴 上 : (2) 其 中 一 
条 则 线 经 过 点 届 ,1), 号 一 天尊 线 经 过 点 (1 ,2)， 

3. 质量 为 9 赣 一 物 休 和 白 高 度 站 处 下 落 , 设 则 力 与 物体 的 速度 成 正比 ,而 物体 
下 落 的 初速 庶 为 wo， 方向 与 水 平 线 成 癸 角 2， 试 求 物 体 运 动 的 轨道 ， 


$5 初 值 问 题解 的 存在 唯一 性 


在 一 般 异 况 下 ， 我 们 无 法 得 到 初 值 沿 题 
日 
二 fF), 


| 二 和。 


的 解 的 解析 辩 达 式 , 但 是 ,在 实际 同 题 中 ， 我 们 往往 关心 初 值 问题 完 高 
有 没有 解 ? 这 是 解 的 存在 性 问题 ， 要 是 知道 初 值 问题 (1) 的 解 确实 存 
在 ， 就 可 以 用 数 介 方法 作 近 似 计算 ， 得 到 它 的 数值 解 。 随 之 而 来 的 另 
一 个 问题 是 , 初 信 问 题 的 解 是 否 叭 一 ? 在 解 唯一 的 前 提 下 * 我 们 可 以 放 
心地 进行 计算 ， 如果 解 不 止 一 个 ， 那 末 有 可 能 “ 漏 控 * 所 需要 的 解 ， 因 
此 ， 我 们 希望 知道 如 何 判 列 初 值 问题 解 的 存在 唯一 性 。 


{1) 


一 、 解 的 局 部 存在 性 定 垩 


在 此 我 们 介绍 一 个 应 用 比较 广 证 的 存在 唯一 性 定理 ， 

定理 1 设 ， 人 中 f(t,w}) 在 团 区 域 D={(t, vw) [lt-ioi 所 4a， {2 一 
0 去 从 上 过 续 ， (ii 了 (tw) 在 区 域 了 上 关于 x 满足 李 普 镑 效 条 件 ， 
即 对 于 一 切 信 ,#1) 3) 所 六 ， 成 立 

Lf rm) fg) EL | ol, 
其 中 工 >0 蚌 常 数 ， 则 初 位 问题 (1) 芍 解 在 区 间 [to 一 友 ,tn + 有 上 存在 
且 叭 一 ,其 中 
+ 211 = 


h= min( ea, 7-), M= max [Fr2)。 
{Ere 


证 号 第 三 这 对 线性 万 各 组 解 的 存在 唯一 性 前 汪 明 一 样 ， 仍 用 些 
卡 未 次 外 近 法 分 为 儿 步 ， 

第 一 步 ， 求 初 值 问 题 (1) 的 连续 可 微 解 4()(a<t<8)， 这 等 价 于 
求 积分 方程 


oD=mtl fis,v(s) ds (3) 
的 连续 解 gC (oe<t<8)， 
事实 上 ,如 时 8=8g 的 ECKaB)， 且 是 补 值 问题 1 的 解 , 刚 对 方 
程 
A at 有 
两 端 积 分 并 注意 到 初 值 条 件 p(t,) = so， 就 得 到 
gt) -oa 人 fs,0(8)) da<t<B， 


即 wt 加 满足 积分 方程 (3)。 反之 , 若 gl) 是 积分 方程 (3) 汐 解 ， 则 时 
然 g( 妖 是 连续 可 微 的 ， 有 g(t = wo， 且 在 (3) 两 边 对 t 求 导 后 ， 得 


-9 的 f(t,g( 四 )， 即 p(t) 是 初 值 问题 (1) 的 解 ， 
第 二 步 ，- 作 逐次 送 代 的 画 数 序列 {p,()}， 
gl) 三 2 (第 零 次 近似 )， 
人 上 -oo s,m sy ds CH= 1,2,.) 


(第 妈 次 近似 )， 
第 三 步 ， 证 明 ,(D {ps( 丫 } 在 区 间 [f, 一 万 ,to+ 及 J] 上 有 定义 、 连 续 ， 
fiji) 当 有 -co 了 时， 名 ( 旭 在 [如 -- 玉 ,机 + 如 上 一 部 收 化 ， 
用 数学 归纳 法 。 设 fElto~ 有 ,tt+ RR]， 对 于 =1， 有 


ID 一 ol 和 | If sswo) lds< Mt tl < Mb, 


六 此 ，( 志 的 ) ED， 由 于 了 (s,% 由 连 绿 ,得 到 gC) 在 [~ 有 ,t+ 月 ] 
+ 312 。 


上 上 也 连续 、 人 很 定 《 志 9 有) ebD, grtf) 连续 ， 则 
oem (fssputs ds< MN, 


即 (tt，pzsif 有 7 五 ， 由 于 了 (fw 在 力 上 连续 ，wi() 连 线 ， 得 到 


pati 和 在 [一 琅 ,u+ 有 上 也 连续 ， 
考察 级 数 


pol + DE) — po.)1, 
可 以 用 归纳 法 证 明 ， 


en CE) Path) | < A (EZ, 1t— 如 | hh) 


事实 上 上， 当 2%= 工时, 有 
EXGELAGIE SY (fss@o te) ds Mt bl, 
现 根 定 当 吕 = 此 对 ，(4) 式 成 立 ， 
pe po AE tol, 


那 未 ， 就 月 
HPrri Ch) ~ prtt)| = 上 FS PHS) — TS, Pi(s))ds 
< pe(s) — wr_i(s) lds 
< 人 Me 1s- tsds 


ML 


p+ 
EET 下 一 | 


出 于 级 数 
MN"- fh" 


n=l 好 上 
收 黎 ， 和 根据 魏 尔 斯 等 拉 斯 判别 法 ， 函 数 项 级 数 
gat) + LPelt) ~ nC)] 


(4) 
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在 区 疗 [~ 请 ,f+ 和 有 上 一 致 慑 化 设 9( 扩 在 并 一 在 志和 上 一 到 收 全 
于 ye) ， 根 据 gst 在 cho 一 五 ,和 + 有 上 连 针 , 得 到 p08) 在 [一 下 起 十 
hh 上 也 连续 。 又 出 于 

[FE pe) FH PDN EL Iv- get)l, 
恨 据 区 数 f(t,z) 的 连 丢 性 ,得 到 下 式 一 致 地 成 立 ; 

ft, pf mE R00, I~ tl Sh), 


lim | f(s, (5))ds = f lm f(s,wpa ts) )ds 


bd 


= fls,p(s))ds, 
从 而 得 
p=o00+ fessm(s))ds. It- tl <h, 

所 以 ， 初 信 问题 (1) 的 解 在 [ 刀 一 点, 旭 + 有 J] 上 存 让 ， 

第 四 步 ， 证 明 初 值 问题 解 的 尾 -- 竹 ,我 们 先 证 时 一 个 十 分 有 用 多 
不 等 式 , 通 常 称 为 格 裔 瓦尔 〈Gronwail》 不 等 式 。 

引 建 ” 设 吏 ,weECCF 训 + 了 ， 玉 这 里 性 ([ 而 , 碳 十 玉 ， 乓 +) 表 
未 区 间 [加 ;加 十 阿 芋 正人 情 连 续 函 数 全 体 ， Rt =r0,0),k>0, 
met+| v(mesyds, LELio t+ BJ, 


过 


出 mhe lo, teEt,to+ hl. (5) 
可 分 两 种 可 能 情形 米 证 这 一 引 理 ， 
(1) 若 天 0， 则 


misydr 


入 人 人) 


K+ 上 到 (5)892(8) ds D(H), 


从 所 到 上 积分 ,得 到 
ln [# + 人 Mt(S)2(s)ds| -ln < | v5)ds, 
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所 以 


todr 
二 


at 人 < 有 二 UCsYmts) dike 


《ii 若 率 =0, 了 到, 守 0 02-~>00), 则 
mh t+) mts)vtsyds, 
根据 (得 到 
[Ertan 


mt) ke 


令 Nco， 得 到 10 和) 三 0。 

现 利 用 不 等 式 (5) 证 明定 理工 中 的 瞧 一 性 部 分 。 

设 zw.(8) 和 wtt) 是 初 慎 问题 (1) 的 两 个 解 CELto -有 ,+h 有 J)， 
则 有 恒等式 


(的 = oo 7(svai(s))ds， 


ai(D=ao+| fils,w ts)ds, 
抬 上 列 两 式 丰 减 , 利 用 了 (t,x) 满足 李 普 希冀 条 忻 的 假设 ,得 


(w(t) ~ talt)| < [vi(s) ~ wals) |ds, 


根据 格 朗 瓦尔 不 等 式 (5)， 当 ELto,to+ 有 时 ， 有 
[et 一 (有 | 0 
妾 丰 一 瑚 st 上 时 ， 登 
Bm BD = ~t), = -th, 
则 有 
Bt) = |, f(s, (sds, 


BD =m fs Es))ds, t+ 


从 前 面 的 讨论 ， 得 到 
1 一切 一 2 一 人 | =0， 一 起 委 1 安 一 看 十 玫 ， 
即 di 三 2 人 加 一 用 sf 下。 
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于 而 是 对 CR! 前 铺 形 证 明定 理工 的 。 这 一 定理 对 mE 尽 " 同 闪 
成 立 , 认 普 希 兹 的 条 件 的 叙述 也 完全 一 样 ,但 1, 1 表示 R" 中 的 范 数 . 

定理 1 给 则 了 在 李 普 希 弦 条 件 下 的 存在 叭 一 性 定理 。 那 末 ， 对 于 
给 定 的 函数 f(t,z), 如 何 判别 它 满足 或 不 满足 李 普 希 效 条 件 昵 ? 下 
我 们 给 出 两 个 实用 的 判别 法 

1 如 果 -87 人 b 2 在 旧 闭 区 域 卫 上 连续 ， 则 函数 7(tsz) 在 DD 
上 关于 满足 本 兽 希 慈 条件. 

2” 吉 有 果 当 =#2u 时 ， -3 人 2 存在 ， 且 

lm | | = 二 ceo， 


许字 训 mi 


出 在 含 育 (页 ,2 的 任何 区 域 上 ,站 2) 关于 加 森 满 足 李 普 着 兹 条 件 ， 
事实 上 ， 在 1 的 情况 下 ,因为 /入 2 在 关于 w 为 开 的 图 区 域 
上 连续 , 记 以 存在 工 >0， 使 得 
| 27 7) <L, (tt,m) GE 站。 
设 ( 丰 人 7fdo) eD, 根据 拉 格 明 日 (Lagrange) 微 分 中 信 定 理 ， 得 列 
A (0 Ce oo)， 


其 中 0<9<<1， 从 而 


一 | 
[FE — fF, 2 | 和 Bf (t,% Es ww)) 


1" le, ~ 


LIw,— 2,|, 
在 2° 的 情 训 下， 假定 函数 f(t，#) 在 傅 有 有 (加 ， go) 的 某 个 区 域 
UU 上 ,关于 wv 满足 李 营 希 兹 条 性; 则 当 (f,8)E UD, 有 >0 充分 小 时 ,1， 
忆 十 有)EUVU， 且 有 
JF rth) fm) | Lh, 


令 hv0, 得 到 | fs 2 |<<L， 令 wos 得 
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得 到 矛盾 。 
例 1 设 &,5 为 常数 ,#8 为 自然 数 ， 试 对 于 #4 的 不 同 的 值 ， 讨 论 
徽 分 方程 
dw 
dt" 
有 有朋 永 少 个 满足 条 人 忻 #8t0) = wo，4#(0) = 五 的 解 ? 
和 解 1"” 当 #=1 时 ， 由 于 f(t, cz) =t+t+ 4 Sim sw 在 全 平 面 上 连续 ， 
且 关 于” 满足 李 普 希 兹 条 件 ， 根据 定理 1， 存 在 唯一 的 满足 初 值 条 件 


2(0) = me 的 解 z( 芒 ， 这 个 解 在 #= 0 的 导数 根据 方程 应 为 -| ,= 


二 下 二 在 Sn3 让 


t+asin:w = si mo。 因此, 划 果 5 大 4 in*wo, 则 问题 无 解 。 


t= ,wes 


2” 当 %=2 时 : 康 方程 可 化 为 方程 组 


rh 
名 ita Sin? 2, 


Of Cm, y) -人 1 


了 
这 时 .Ftasg) = ( a ina) +’ O(NH, 2 {1 Sin 28 0 关于 


() 消 足 李 普 希 兹 条件， 所 以 对 初 信 2(0) =w。，&(0) =5 有 唯一 解 . 


3” 当 ww 之 3 时, 原 方 程 可 化 为 R? 中 的 方程 组 , 同样 可 说 明 官 满足 
定理 1 的 条 件 , 而 由 于 4#(0) 的 任意 性 ， 满 足 要 求 4(0) = os, (0) = 沁 
的 解 有 无 穷 移 个， 从 定理 工 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 李 普 希 兹 条 件 主要 
保证 了 解 的 唯一 性 。 那 末 , 为 了 保证 初 值 问题 解 的 存在 性, 是 否 一 定 杰 
施加 李 普 希冀 条 人 忻 呢 ?下面 给 出 的 皮 亚 诺 (Peano) 定 理 ， 大 在 较 弱 条 
忻 下 的 一 个 应 用 较 广 泛 的 存在 定理 ,该 定理 的 证 明 较 复杂 ,本 书 就 省 略 
了 。 
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定理 2 设 函 数 了 (tw) 在 区 域 疙 -二 守 ) 1- 机 | 委 嫩 2 
到 分 上 连续 , 则 初 值 问题 1) 的 解 在 区 间 T 加 一 让, 轴 二 由 上 存在。 其 中 


h= min (a, )， M =max | Fa)|。 
《加 万 


6 
M 
二 、 解 的 整体 存在 性 定理 


上 一 节 我 们 介绍 的 初 值 问题 解 的 存在 唯一 性 定理 ,实际 上 只 是 一 
个 局 部 性 的 存在 定 理 ， 因 为 它们 只 涉及 到 解 在 小 区 间 [t 一 ,+ 有 上 
的 存在 性 。 在 实际 应 用 中 ， 人 人 们 感 兴趣 的 是 这 个 解 能 否 扩展 到 更 大 的 
区 间 上 ? 对 于 线性 方程 组 ， 这 是 能 够 做 到 的 ， 只 要 At0) 与 了 (四 在 
《2, 有) 上 连续 , 那 来 线性 方程 组 的 初 值 问题 


dp 
他 = Acys + f(t), 
wtftr) = 


的 解 也 充 区 间 (a,P) 上 上 存在。 对 于 非 线 性 方程 ， 下 而 我 们 概述 一 些 常 
用 的 关于 解 的 整体 存在 性 的 结果 ， 

一 般 地 ， 车 oD 在 (a,8) 上 是 初 值 问题 (1) 的 解 ， 3 和 在 (y,6) 上 
也 是 (1) 的 解 ， 车 Y<a，5>>B8， 妈 l(a, 让 二 (y,6)， 并且 在 区 间 (a,} 
上 ,人 j(D 二 7( 四 , 则 称 解 3(D 是 解 w(t) 的 廷 展 。 若 2 是 在 区 间 (a， 
请 ) 上 定义 的 解 , 且 这 个 存在 区 间 (g,8) 不 能 开 延 展 ; 则 称 x( 四 是 (a ,8) 
上 的 不 可 址 拓 解 ,或 简称 为 志和 和 解 ,而 (a,B) 二 解 的 最 大 友 在 区 间 ， 晤 
然 ， 解 的 最 大 存在 区 疗 必 为 开 区 间 ， 

下 面 ， 我 们 尘 不 加 证 明 地 殷 述 愧 和 和 解 的 端点 的 两 个 恒 要 性 质 ， 由 
此 可 以 得 到 解 的 整体 存在 性 的 结果 。 

性 质 1 设 函 数 了 (t,m) 在 有 界 区 域 D 上 和 连续， 自在 如 的 任何 有 
界 闵 子 域 上 关于 2 满足 李 普 希 兹 条 人 忻 。 若 2(t》 是 方程 (1) 的 饱和 解 ， 
(&, 昌 ) 基 其 最 大 存在 区 间 。 则 

1” 对 于 任何 内 闭 区 域 5, cD， 存在 6>0, 使 得 当 tE (68-6,8) 
或 {a,a+ 人 时 ，(t ,2(f)) 革 DD,( 风 图 5.3)s 

2° 设 p(2)=dia((iwtt)),8D), 其 中 8D 为 D 的 边界 ， 那 末 
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围 5.3 


lim pf} =0, lim p(tf) = 0。 
[1 首届 十 必 


性 插 2 车 了 (tf,w? 在 无 界 区 域 吕 上 连续 ， 且 在 号 的 任何 有 界 财 
子 域 上 关于 4 满足 李 普 希 阔 条 人 忻 。 设 w(t) 是 饱和 解 ,(c,B) 是 最 大 存 
在 区 间 , 人 则 必 为 下 列 情形 之 一 : 

1 B= 二 ecos 

2” 月 < +eo， 洒 二 有 -0 时 ，z( 用 无界 # 

3? 有 一 上 + 上 co， Him dist( (t,o(t)),8D) = 0 
类 似 地 ， 可 以 得 到 a 处 的 结果 

现在 ， 我 们 介绍 几 个 解 的 吉 体 存在 性 的 铺 果 .。 


定理 8 设 f(t,42) 在 整个 ( 坟 2) 平面 上 连续 有 界 ， [A 


连续 ， 则 微分 方程 
-和 = f (0) 


的 每 一 个 解 的 最 大 存在 区 间 是 (~ ce ，+r co)。 

证 ”用 皮 证 法 。 诅 定 某 个 解 9( 扫 的 最 大 存在 区 间 为 (cy 如 ， 其 中 
B+oo, 设 | 了 (tz) s 邮 。 

根据 愧 和 和解 的 端点 性 质 2, 得 到 
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,im [9 人 | = + 00, 
另 一 方面 ， 有 
g(t) =oo+| fls,90s))ds, 
从 而 
[paol {fs, ps)) lds<MIt-hl<MI- | 过 与 
,lm 8)1= + 矛盾， 因此 ，8= + o%0， 同 理 可 证 = -oo。 


定理 4 设 忆 ={fftf wa<t<b,- co<w<+o0), 设 f(i,w) 在 
区 域 了 上 连续 并 满足 解 的 玲 一 性 条 件 ， 旦 当 (t,¢}E 必 时 ,， 有 
[fi alsl), 


其 中 St) 满足 ， 
1” 当 Y2>0 时 连续 ; 当 7 汪 0 时 2(7) >0) 
of dr 


则 - 竺 - = f(t,2) 的 一 切 扔 在 (4,5) 上 在 在 。 
证 设 wi) 在 (a,8) 上 是 饱和 解 ,假定 8<b， 则 根据 性 质 2, 得 到 


lim jz 人 | = + co， 
因此 存在 6>0， 使 得 当 1 E(B8-6, 甩 时 ，|z(t) 1>0. 
. 当 tE (8 一 8,8) 时 ， -各 <<g(1z(t)1)， 由 此 得 到 
t 地] 如 (的 | 
| <| ， - do, 


ty 


时 7- let， 则 人 t6-0, 这 与 ,| 了 


lz18 -#3| Elr) 
= + co 和 矛盾 ， 


* 220+* 


习 是 


1。 兴 于 微分 方程 


ttsin r+ ftxy 


叙述 并 用 逐次 通 近 法 证 明 初 值 问题 的 解 的 存在 叭 -- 性 定理 ， 
2 在 (xz) 平 面 上 ,下 列 微 分 方程 的 两 个 解 的 岁 形 能 名 在 其 一 点 (fo xzo) 彼 此 
相 切 喇 ? 为 什么 ? 


dz _ 3 d2x 
(1> ts {2) A 


daz _ 。 
3) i f+siaz, 


3. 设 口 = {Cz)1o<t<b, |z|<<+ 0} 设 f(t,z) 在 区 域 DD 上演 续 ; 且 
-2 在 D 上 连续 


=i tsin ss 


{far) lp DI r+ at), (tx) ED) 
其 中 pO 和 8b 在 (aa) 土 连续 . 非 负 。 试 证 微分 方程 


的 一 要 解 在 (a,5》 上 存在 . 

《 厚 示 ， 用 反 证 法 及 格调 瓦尔 未 等 式 。》 

4。 设 闻 数 让,8(2) 分 列 在 0sSt< + 00 酒 0<aS+oo 上 是 正 的 连续 函 
数 , 且 2x) 满足 :党 于 任何 4 疡 0， 


lim = 十 oo。 
so 
试 证 当 fo230，2Xy 之 0 时, 初 值 疝 题 


| 和 Oe 


tttn) = Ty 
的 和 解 注 Tio, + ce 上 存 古 。 
《 独 示 : 用 反 证 法 ,人 饱和 解 的 端点 性 质 2 及 格 雇 瓦尔 不 等 式 、) 


5。 设 jyz) 和 -< 代 丰 9 在 全 平面 上 是 连续 的 ， 且 


Le A+ Biz}, 


其 中 4>0，8B2>0 是 常数 。 试 江 微 分 方程 


dz _ 
d= ft, 2) 


的 任 一 和 解 w(t) 的 最 六 存在 区 间 是 (一 co, +4 oo0)， 


提示: 


”2232 = 


用 


芭 应 法 , 移 和 解 的 端点 性 质 2 及 格 朗 瓦尔 不 等 式 。》 


第 六 章 非 线 性 系统 模型 及 应 用 


$1 含有 铁 芯 线圈 的 非 线性 谐振 回路 


率 节 研究 非 线 性 系统 ， 这 种 系统 含有 一 个 或 一 个 以 上 的 非 线性 元 
件 ( 例 如 有 铁 芯 的 线圈, 电子管 , 咒 体 管 等 )， 系 统 的 振动 规律 要 用 非 线 
性 方程 来 表征 . 


图 8.1 

考 涪 如 图 6.1 所 示 的 含有 铁 芯 线 

圈 的 非 比 人 性 诺 振 加 由， 它 与 通常 的 线 

性 谐振 回路 相 比 ， 有 一 系列 不 同 的 特 

点 。 这 些 特 点 是 由 铁 世 的 厂 感 庶 召 与 

磁场 强度 如 之 间 的 非 线 性 特性 决定 

的 。 软 磁 材 料 的 典 殉 8- 豆 沿线 如 图 

6.2 记 示 (很 设 磁 作 电流 的 振幅 足够 

小 ， 略 而 不 计 磁 湾 现 象 ), 它 可 用 下 列 
三 次 包 项 式 来 近似 ， 

B=pH- BH’, (1) 
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其 中 及 与 户 均 为 正常 数 。 

为 了 建立 这 个 系统 的 数学 模型 -一 -二 阶 非 线性 方程 小 们 取 诱 交 
量 汐 时 间 t， 回 路 中 电容 人 两 端的 电压 降 弘 作 为 未 知 本 数 。 假 设 回路 
中 接 入 简 谐 电动 势 

e= Sin 加 , 则 同 路 方 程式 有 

wr Ri+ dB) ~ Eosin pt, (2) 


其 中 由 四 为 岗 通 量 , 它 与 磋 感 应 上 成 正比 ， 磁 场 强度 瑟 与 磁化 电 许 
i 碟 正 出 ,政和 有 
$= Lt= Ll, 《3) 
又 =C-S%-， 故 有 
$= LC Ll, 
= LC 3LCt, 
将 之 代入 方程 (2) 得 
w+ ROW+ LCe= 3LCH = 五 ,Sin pt, (4) 
或 改写 为 
+ od ~ = oiE, sin Pt, (5) 
站 
-1 大 _» LC 
其 中 WC? 5= 局 -同上 咯 衰减 系数 )， P= 3 一 7 四 
很 定 句 路 误 减 系数 6 与 外 电动 势 振 丹 三 足 驶 小 。 设 + = 六 ,并 候 
定 @o 守 办 ; 则 (5) 变 为 
tH= hu- Bu+ p+ Esinr, (6) 
其 中 所 = (六 一 @8)/ 思 为 相对 尖 庶 。 注 意 (6) 中 自 变 量 为 7, 未知 函 闸 
为 (tz)。 煌 (6) 陈 改 写 沪 
+ tp -ithi- tp ESnr) + Eosinr, 
注意 到 育 ,6, 埃 ,足够 小 ;上 略 去 小 次 及 高 阶 次 得 
+ 二 he i ont Bosinr, C7) 
令 方 程 (7) 的 解 具 如 下 的 形式 
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uA- 0), {8) 

其 中 4 与 9 是 * 的 缓 变 函 数 的 振幅 与 相位 。 置 <c=r-0， 将 #= 

4cosa,t= -4simnear=a+g 代 入 7) 的 右 端 得 ( 记 (7)7 的 右 端 为 五 )， 
五 = 六 4cosawT+64Sina 一 43SinzcCosw 十 五 0SiREt 


=|24- ivA+ Esind|cosat+rdA+ Eocos0]sina+., 


我 们 采用 了 近似 方法 , 即 取 时 与 -部 - 较 小 ,注意 到 


WACOSa, = ~- ASina, = -AcosaotF, 


易 知 有 有 
, nal 1-.40 
d= oe- Asine | 1 dr 
dd4 _dr 
及 d=- re- -4cosz| 1 -|, 
从 而 可 得 
costr - 0) 人 + Asin (0 =0, (9) 
-sin(r-0) +Aostr-0) =F. (10) 
解 之 得 
dd -Pain 
-= Fsin(r— 0), C11} 
do _ i 加 


将 (11) 与 (12) 的 左边 作 傅 里 叶 级 数 展开 ,并 取 其 第 一 项 ,得 到 
faa -- el Frsin ada = - [8A + Eocos0], (13) 


dr 35 
db - Feosada 
dr -于 二 
| a (147 


[= 和 让 [4a -二 4+ 可 smg 


二 衣 呈 后 二 


特别 地 令 94 = 0，- 业 -= 0， 则 此 时 定 常 状 态 的 4，6 由 下 列 方程 组 
决定 | 
#4+ Ecos0=0, (15) 
| hA~ YA + Bosing= 0。 (16) 
消去 台 可 得 出 振幅 和 和 和 失 谐 量 疡 之 人 的 关系 
44- LAst EW 1-F (人 A) = (17) 


我 们 不 打算 再 详细 讨论 4 与 下 的 关系 或 相对 握 幅 凡 /五 。 关 于 站 的 变化 
规律 ,而 来 看 一 个 特 旋 的 又 很 能 说 明 问 题 的 情形 ; 设 5=0,EE,=0, 则 由 
{45》,(16》 可 得 


h= pA, (18) 


/9)， 其 中 Qs 为 非 线 人 性 
哥 守 问 路 的 直上 由 振 落 频率 (固有 频率 )。 所 以 曙 (18) 式 解 得 


1 2 

OF 1 La ~( i+- ?4 ) ou。 (19) 
工 式 说 明 , 在 非 线性 保守 同 政 中 的 自由 振 划 频率 与 振 葛 的 振幅 有 关 ， 它 
已 和 失去 了 线性 系统 中 的 振 莫 等 时 性 这 一 共 型 特性 ， 
| 在 本 节 中 我 们 采用 前 讨论 方法 是 一 种 近 亿 分 析 的 方法 ， 称 为 强 谈 
所 幅 法 。 它 一 开始 就 假定 系统 中 的 定常 振 葛 是 正 蓄 波 或 余 终 波 ， 然 后 
在 最 粗 栈 的 零 阶 近似 情形 于 决定 振 葛 的 振幅 ， 这 栏 的 近 做 可 以 提供 我 
们 一 些 粗 五 前 低 次 谱 波 的 分 析 。 当 然 如 果 要 考虑 高 次 谐 波 的 食量 ， 以 
便 确 定 更 高 阶 向 频 率 锋 正 项 ;网 可 以 用 小 参数 法 来 求解 。 


32 两 体 问 题 


天 体 运 动 中 的 丁 体 问题 是 历史 上 一 个 著名 的 问题 ， 牛 顿 早 在 发 明 
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往 积 分 的 局 时 ， 就 研究 了 醒 栖 问题 。 在 开 普 贰 ( 玫 epiety 关 于 行星 绕 太 
有 运转 的 三 定律 的 基础 上 ;牛顿 建立 了 万 有 引力 定律 。 
开 普 动 兰 定律 是 ， 
第 一 定律 ， 行星 沿 椭圆 轨道 络 太 阳 送 转 ， 太 阳 位 于 榜 图 的 一 个 焦 
点 上 。 
第 二 定律， 从 太阳 到 行星 的 向 量 在 单位 时 间 内 扫 过 前 面积 是 常 
数 。 
第 三 定律 行星 绕 太 六 运转 周期 的 平方 与 椭圆 轨 道 的 长 半 轴 的 江 
方 成 正比 ， 
牛顿 万 看 引力 定律 是 :其 个 天 体 之 间 其 有 吸引 力 , 骸 引力 与 两 个 天 
体 欧 距 亢 平 方 成 反比 ,而 与 它们 的 质量 莱 积 成 正比 ， 即 
FR=- CmM ， 
多 r 
其 中 jn 和 和 ML 是 两 个 天 体 的 质量 ,* 是 两 个 天 体 之 间 的 距离 ,? 是 从 和 异 
星 到 行星 的 向 量 ,C 是 比例 系数 。 称 为 万 有 引力 常数 ， 
木 区 介绍 如 何 从 万 有 引力 定律 出 发 建立 非 线性 常 微分 方程 组 ， 区 
从 求解 该 方程 组 推出 并 普 勒 三 定律 ， 
假设 太阳 是 琅 止 的 , 它 的 质量 为 好 , 某 行星 的 质量 为 多 ,由 于 水 阳 
系 中 除 太 阳 外 所 有 行星 的 总 质量 远 小 于 好, 所 以 我 人 可 以 忽略 别 的 行 
星 的 作用 。 珊 把 坐标 系 的 原点 了 在 太 妥 上， 这 就 构成 一 惯性 坐标 系 。 
要 据 牛 瑟 第 二 定律 和 万 有 引力 定律 ,可 建立 行星 的 运动 方程 为 
mda Gm ， 芋 


” 


即 
{1) 


如果 考虑 到 行星 th 对 太阳 对 的 引力 使 太阳 作 加 速 运 惑 ， 那 末 行 星 的 
运动 方程 是 
dr GGa+M), F 


de ?2 多。 (2) 
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但 在 ?x 较 野 很 小 时 ,可 以 用 (1 代替 (23， 记 只 =C( 训 + 邓 ) wy》 利 
2 表示 行星 的 相对 党 宗 ,(2)? 就 可 写成 如 下 形式 的 非 线 性 方程 组 


dp Hy 

di? Cm yt 2 

dy Hy 

于 (3) 
dz _ Lz 

可 站 一 (+ Yo) 9 


求解 这 各 高 阶 非 线 性 方程 组 常用 首次 积分 法 ， 在 本 例 中 这 些 首次 积 
分 是 有 具体 的 力学 意义 的 ， 也 就 是 开 普 勒 三 定律 的 数学 形式 的 描 
述 。 

注意 到 7 x? =0, 记 以 有 


TX 9 = 人 0， 

d dP NY 
即 二 (7 年) 
从 而 x -加 = C ( 常 向量 )。 


这 娄 明 行星 运行 孝道 位 于 过 太阳 的 一 个 平面 中。 事实 上 ,用 z 乘 (3) 的 
第 二 式 ; 用 妇科 (3) 的 第 三 式 ， 两 式 相 减 ; 得 到 


租 玫 区- 生 ( 滞 - 攻 )-， 
即 
2 一 i= (常数 )。 {4) 
同 理 可 得 
23- 2 人 = 五 ( 常 数 )， (5) 
22 一 人 二 (常数 )。 《6) 
用 4 乘 (4)，? 乘 (5)， z 策 (6) ,然后 相 加 得 
Am+ ByY+Cz=0, 


这 就 是 行星 运行 轨道 所在 平面 的 方程 ， 呈 见 原点 ( 妈 太 阳 ) 位 于 此 平 
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而 上 。 下面 设 这 个 平面 为 (?,y) 尝 标 平面 。 那 末 ， 揪 述 行星 位 置 的 侣 
标 只 要 两 个 , 即 4 和 和, 而 运动 方程 为 


qz HE 
dr ™ (m2 二 2 572 » 
} «77 
dy _ ty 
dr (mit 和 2)83 


下 面 求 方程 组 (7) 的 一 些 首次 积分 ,同时 推导 出 开 普 勒 三 定律 。 
用 ?了 乘 (7) 的 第 一 起 ,用 wm 乘 67) 的 第 二 式 , 相 加 可 得 


C6- 29)=0, 
即 得 (7) 的 一 个 首次 积分 
-oi， (8) 


这 里 忆 , 是 任意 常数 。 用 25 冬 (7) 的 第 一 式 ; 几 28 秉 (7) 的 第 二 式 ; 相 
加 ;得 到 


4 1 2 9) 
2 + YY= 一 - (CRT 
d 号 和 a 2 2 -要 
即 -于 + )= 2 (T+ PY) , 
所 以 有 (7) 的 另 一 个 首次 积分 
B42 YC,, (9) 


其 中 C, 是 任意 常数 。 
为 讨论 方便 超 见 ,引进 极 剑 标 
w=rC080, y=*Sing, 


那 末 省 = -名 cosbg-rsing 对 ， 
9=( -Psing + reos8 ) 生 -. 
将 它们 代入 (8) 得 到 
-r=C, (10) 
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即 有 二 天 -各 = -二 CU 常数)， 


注意 在 df 时 间 内 向 量 f 扫 过 的 肩 形 面积 为 rr d98， 套 向 量 在 单 


他 时 间 委 地 的 面 积 为 二 王 -到 :这 样 ,我 们 就 得 到 了 开 普 勒 第 二 定 


律 。 
将 各 和 终 的 极 坐标 交 达 式 代 入 (9) ,得 到 


($7 7} ce 
注意 到 (10) 式 ,就 有 
{ 六 3 ) + 二 上 直 {C* 2 }. 
署 # = 1 得 到 
(条 ) tw (Cs + 2uu), 


da 
解 出 -94- 得 
-等 = 起 VEGT3UC=CS5 和 
1 
从 而 得 到 
du dx 


积分 (11) 式 ,得 到 


8 一 9,=arcsin {( 一 各 )/( 妊 十 各 ) 
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其 中 Bs 为 在 意 常数 车 又 记 


a CeCi \E, 
p= em(1+ 二 ) (12) 
刚 可 得 到 行星 运行 辆 道 方 窒 
四 
~ 1+e,sin(d- 60) " (18) 


当 0<e<1 时 , (13) 表 示 行 星 运行 轨道 为 椭圆 ， 且 它 以 坐标 原点 

为 焦点 。 这 玫 明 太 附 正好 是 这 个 林 攻 的 一 个 焦点 。 此 了 时 e: 是 离心 率 ， 
且 桶 圆 的 长 半 轴 & 与 ,ei 的 关系 是 . 

P=a(1-2), C14) 


而 梯 圆 的 短 半 轴 汐 5=av 1- 6 ， 这 个 椭圆 的 面积 鸭 
ndab= ra/ 1 一 2 ， (C15) 


也 就 是 说 , 适当 选取 参数 6,， 即 常数 人 与 C2, 就 可 得 到 开 普 勒 第 一 定 
当 e = 工时 ,13) 是 以 贡 祭 原 点 为 焦点 的 抛物 线 。 
当 @ 交 1 时 ;(13) 是 以 坐标 原点 为 焦点 的 双 曲 误 的 一 支 。 

出 (10) 得 运行 周期 了 为 


T= wab/ IC:] = 270 1- el /Cl|, (16) 
又 出 (12) 与 C14) 得 
C= pp= CI 一 6), IC = 二/ 1 一 看 ， 
所 以 人 = 2r022 人 AR， 
了 4 4 


从 而 


a Gmt+rM)" 
注意 坑 与 肿 之 比 很 小 ;于 基 从 上 式 得 到 
732 和 
GA" 
这 表明 运行 周期 的 平方 与 本 圆 轨道 的 长 灶 轴 的 立方 成 正比 。 
刍 上 述 论 证 可 知 ， 万 和 有 有 引 态 定律 包括 了 开 普 勒 三 定律 。 它 反 栈 了 
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行星 运行 的 牛顿 力学 原理 ， 能 够 解释 当时 对 太阳 系 观 察 到 的 现象 。 

下 面 用 类 似 于 前 面 讨论 的 方法 ;建立 人 造 卫 星 欧 畔 道 方程 ,并 对 之 
进行 讨论 从 而 给 出 第 一 ,第 二 和 第 三 字 宙 速度 ， 

现 考虑 从 地 球 表面 一 点 书 , 灌 水平 夹 角 a 的 方向 以 初速 3 发射 一 
显 质 量 为 ze 的 人 人造 卫星 (因为 它 的 体积 质量 比 起 地 球 是 很 小 的 玖 可 
以 把 它 看 成 一 个 质点 )( 参 见 图 6.3)。 

过 屯 心 0 与 发 射 点 了 的 直线 方向 取 为 了 办， 这 轴 和 发 射 人 造 卫 
星 的 方向 新 成 的 平 面 为 (z,3) 平面 ,在 这 平面 二 过 口 作 m 轴 答 直 于 9 
轴 , 选 联 它 的 正 向 使 发 射 方 向 落 在 (2, 少 举 标 夺 中 的 第 一 象限 之 府 。 
记 上 为 对 间 ; 运 动物 体 的 毕 标 为 (w(t) ,7( 四 )， 发 射 多 时 刻 为 1=0。 册 
万 有 引力 定律 得 运动 方程 


mas. CmMo 
1 和 (2 + YF + 
18) 
dy _ GmMy 
4 di 一 一 (23 rh YY . 
其 中 GG 为 万 有 引力 常数 ， 吧 为 地 球 的 质量 ,它们 的 值 分 别 为 
C=6.6723X 10-5 红 千 米 [区 工种 了， 《19) 
=5.977 x 110 克 。 . (20) 


将 方程 组 (C18) 与 前 面 的 方程 组 (7) 比较， 可知 只 需 在 (7) 中 取 4= GM 
即 得 (18) ,本 此 用 (7)? 的 求解 方法 可 得 到 人 造 卫 星 的 轨道 方程 为 


-bt 1 
dee Top ‘2D 


其 中 站 即 为 原 式 (13) 中 的 6: 二 不 变 ,，C 即 为 名 + /72。 一 些 参 数 与 任 


意 常 数 的 关系 式 为 ; 


sy yc 


(和 ) + 了 2) 一 ca + 0, 


CC3 C2 
0 1+ Bar, Pp” -Cr 
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假定 发 射 点 是 地 面 ， 即 
了 =0,7y= 如 (于 球 半径 )= 6370 千 米 ， 
也 就 是 8=r/2;,7”= 吾 。 由 初速 得 


Posa, =vsina, 
故 得 C 与 Cz 的 数值 分 别 为 
人 = - Ro Cos a, (22) 
C= GM/ER, 
又 由 
二 p 三 辫 和 
1+scos( 三 -C) 1+gSsinC 
得 出 
sinCe= ( 冯 - DAe 《23) 


下 面 证 明 满足 (23) 的 C 存在 , 即 证 |(- 刀 ~1 )/ 引 <1， 注 意 到 


p14 -2GM Re -cos < 
sb ) Rr OY 
=( 1 RVs a ) Rvicos: a sin? oe 
GM GM 


py, Pro 如 | 下 
1 
这 就 得 证 CC 的 存在 。 也 就 是 说 人 造 卫 星 的 轨道 是 完全 确定 的 。 

5=0 时 有 思 = 人 R，tga=0, a=0, C= -Ru, R=CIGM = 
Rv/GM, 于 是 

MM 6.085x 10-2x5,.98x10" _ 

丙 6370 = 62.76 
所 以 轴 =7.9 千 米 / 秒 ， 这 就 是 第 一 宇 省 速度 。 

g&=1 时 ; Cj 闻 0; 必 有 Cz=0, 即 


= 


23 


y GM 
WB= 部 


它 就 是 第 一 字 宙 速度 的 V3 傍 ， 
所 以 
vo=11.2 千 米 / 秘 ， 

这 是 第 二 字 宙 速度 ，。 

当 8s<1 时 * 即 初速 小 王 第 二 
字 兴 速度 时 ,轨道 (21) 是 一 椭 阅 ， 
它 经 过 已 点 ,在 五 点 处 的 切线 斜 字 
是 纵 & ,如果 轨道 上 有 一 点 与 地 球 
中 心 交 距离 小 于 如， 峙 卫星 便 著 
在 地 球鞋 而 不 能 进行 沿 省 补 加 国道 的 运动 , 即 应 数 


风 三 


1+8C08(B -0) 

的 最 小 值 为 (因为 开始 时 += 忆 )。 又 易 见 此 函数 的 最 小 值 为 DP/ (1+ 
四 训 RR=p/(l+ 扑 ,6=(p/R) -1 但 六 = (Pp/R-D)?+ ptgo/R, 
政 &=0, 即 仅 当 沿 地 平方 向 发 射 才 有 可 能 ， 

另 一 方面 ,有 由 过 0 可 知 p 宕 民 ,好 RECI/GM Rw/GM， 基 

有 


vi / CHM/IR , 
岛 比 说 明 , 当 初速 度 在 第 一 、 第 二 宇宙 速度 之 闻 ， 沿 地 平方 向 发 射 时 ， 
才 可 能 有 沿 着 椭圆 轨道 的 运动 ， 


发 射 卫 星 的 初速 麻 达 到 第 三 宇宙 速度 ， 就 可 以 摆 悦 太阳 的 引力 。 
已 知 太阳 质量 为 1.983 x 10” 交 ， 太 阳 和 地 球 的 距离 为 4,:95x1¥ 千 
米 ,地球 绕 太 阳 旋 转 的 速度 为 29.76 千 米 / 秒 ， 实 际 上 只 需 把 前 画 讨 论 
第 一 ,第 二 宇宙 速 床 时 的 地 球 质量 呆 换 成 太阳 的 质量 ,地 球 尘 径 尽 换 作 
地 球 离 太阳 的 丁 离 , 即 可 算出 要 持 脱 太阳 引力 的 初速 ,也 邵 相 对 于 太阳 
”的 速度 ,其 平方 超过 


_2Gx 太 阳 质 量 , 
邢 球 珊 太 阴户 遍 17?3.43= (43,11) 。 


vv 234.* 


叉 地 环 金太 阳 的 速度 为 29.76 千 米 / 秒 , 故 地 球 上 发 射 卫 星 的 速度 应 超 
过 42.11 一 29.76 二 12,.35 干 米 / 秘 。 

令 to 是 从 地 球 上 发 射 的 初 雄 速度 ,由 
- 2GM 十 路 一 ZCM ~ 20M _ 坊 一 125,5。 

多 本 R 


2 
选取 册 使 如- 125,52>(12,35)*， 即 吕 守 278,.1= (16.7):， 就 是 说 取 
03216.7 季 米 / 黎 。 这 个 速度 16,7 千 米 / 秒 即 为 第 三 字 宙 速度 。 


$3 物质 流出 容器 的 问题 


化 学 工业 中 常常 会 遇 到 物质 流出 容器 的 问题 。 这 种 流出 的 物质 可 
以 是 液 体 ， 也 可 以 是 玖 容 粒 状 的 加 体 。， 这 类 问题 的 数学 模型 与 处 理 方 
法 相似 。 在 第 一 章 第 二 节 的 模型 归结 中 的 例 4 提 到 过 这 个 问题 .下面 再 
举 几 个 例子， 

设 有 直径 为 1.8 米 的 疗 柱 形容 屁 充 满 了 水 ， 在 一 定 的 瞬间 将 容 故 
辟 上 两 个 小 孔 打 开 让 水 流出 ， 容 器 中 水 位 高 度 为 3 米 ， 一 个 和 韶 的 位 园 
比 开 始 时 的 水 面 低 1.8 米 ,而 另 一 孔 则 侨 2.4 湾流 出 系 数 为 0.61。 
上 我 的 直径 与 下 筷 指 直径 分 别 为 80 毫米 与 100 毫米 、 试 建立 一 个 微 
分 方程 以 确定 水 面 降低 到 一 定位 置 所 需 的 时 间 r。 

以 可 表示 在 时 刻 ? 时 容器 中 的 水 位 ， 周 水 位 超出 寺 扎 的 商 度 为 
互 ~-1.2( 米 ) ,超出 下 已 的 高 度 为 吾 - 0.6( 米 )( 见 图 6.4)。 

由 水 力学 可 知 ; 从 和 孔 中 访 出 的 水 速 纪 与 V538R 成 正比 ,其 中 如 为 
重力 加 束 度 。 即 9.81 米 / 秘 :， 下 为 高 出 小 筷 的 水 柱 高 度 ， 这 个 出 集 常 
数 记 为 , 称 为 流出 系数 ,对 于 没有 摩擦 力 和 直面 张力 的 理想 液体 以 及 
理想 的 小 孔 , op 等 于 1。 但 根据 实验 ,对 于 普通 的 具有 锁 边 前 小 孔 ,9 = 
0.61。 卫 时 有 


sd (D 
设 水 从 上 了 筷 流出 的 速度 汐 多 ,而 从 下 孔 流 出 的 速度 为 ws, 则 有 
w=0.61v 2x0,81(H -1.2), (2) 


Wr=0.6lv 2X9.81(H 0,0), 
* 235 。 


下 面 仍 用 微 元 分 析 法 列 微 分 方程 ， 每 一 秒 钟 从 餐 个 乱 流出 的 水 的 
容积 分 别 为 妈 5! 与 Wasa， 其 由 3 与 分 别 表示 两 个 孔 的 面积 。 在 
dr 了 时间 于 从 两 售 孔 中 流出 的 水 的 容积 为 (is + ws2)dr。 注 意 到 d 寺 
<0, 故 在 dr 时 间 里 容器 中 水 减少 的 容积 为 ~ x x (1.8/2} 纪 日。 两 者 
应 当 相 等 ， 即 有 

(ws + ws)dr = -xx (1.8/2):dH, 
或 写 为 
_ WS + WS 


pt (37 
于 x (1,8) 


dH CT 
"dr 
把 (2) 代 入 ( 引 ), 再 把 5 与 3 的 数值 代入 之 ; 便 得 方程 式 


dH _ _ 0,0061V19.6 二 吾 - 
= 3 CVH-1,2 +4/H-0.8 ]。 C4) 


分 离 变 量 得 


de= 4X3.24 、 dH 
T700061V1I9.6 VB-12 +4VHB-0.6 ， 


初始 条 件 为 于 (0) = 3， 从 而 积分 上 式 得 

1 Hn dH 

0. 0021 人 A 五 -1 2 +4/H-0.6 * 

量 见 , 液 面 从 3 米 降 到 1.5 米 所 需 的 时 间 可 用 下 而 的 积分 来 表示 ， 


552T | di 
FT 0.0021 J ,eV EH-1,2 t+4VH-0.6 " 


为 了 计算 这 个 积分 ,将 被 积 函数 的 分 子 与 分 母 滋 十 
4 五 -0.6 -有 -1.2 ， 


《5》 


下 二 一 


可 以 得 


r= ohar[) Wn fe 


在 刁 端 第 一 个 积分 中 ; 令 吾 -1.2= 关 ， 在 第 二 个 积分 中 令 开 -0.6= 
236 * 


wt， 于 是 ,当下 =3 时 ,w=V2.4 =1.549，3= AWI.8 = .3433 当 五 
=1,5 时 , 2 9 03 2 V 3 =0.548。 记 以 


| 
吕 兰 一 一 一 一 
0. 037 {fe [ os 25 * 0.6+ Tm 7， 4 |ae 


0 ,54 32 1 1 | } 
mm x 一 
1 25 9 .6:H1532 了 5 dy 


= 1 入 1 | 一 _ 4 疙 | 
0.0021 75 tp 5 FF 


1.549 CE 
-Gd } 
1。 


1 
二 一 一 + 
0.0021 人 (1.363— 1.442) + 0.32 


-tt | 
75 tg -1.253 


IT.342 了 。 


一 -0.601- 1.033) 一 0 106 } 


0.252 _ 
0.0021 120( 秒 )。 


作为 第 二 个 例子 ,考虑 有 一 正 圆 柱 形 或 角 柱 形 约 盛 满 水 的 容器 ,其 
底部 开 有 一 个 边 为 及 5 的 长 方形 小 孔 ， 用 闻 门 关 住 。 设 闸门 在 狗 疗 
t= 时 开始 以 速度 纪 沿 着 一 边 作 均 名 的 滑动 而 将 筷 打 开车 开 始 时 
水 位 高 为 吾 , 容 器 的 横 截面 积 为 下， 试 求 经 过 时 间 = 闸门 完全 启 开 后 
(rz =5/a0) 水 位 降低 的 数值 ge ( 胸 园 6.5) 。 

设 z 为 开始 时 的 液 面 到 瞬间 +t 时 的 被 面 间 的 距离 。 当 时 刻 r<rl 
时 ,闸门 没有 完全 打开 , 打开 的 筷 是 边 长 分 别 为 与 oz 的 长 方形 。 此 
时 可 得 方程 


FE =awrp AAA ET -et), {6) 


分 离 变量 后 积分 ,可 以 得 到 
F 人 了 部 -ooov IE rd 


* 237“。 


由 此 可 得 


2F (VHB-VH-m) = PV 28 = Pobre 238. 


解 此 方程 式 得 


| = ry28 (VEH- abr 28 小 (7) 


2 一 py 2g(H — Xx) 


图 8.4 图 8.5 


§ 4 关于 经 济 增长 的 一 个 模型 


经 济 增长 理论 是 现代 西方 宏观 经 济 理论 的 一 个 重要 组 成 部 分 。 它 
是 为 解 姑 经济 的 增长 和 经 济 的 周期 变化 现象 而 发 展 起 来 的 理论 。 我 们 
知道 ， 一 个 国家 各 种 产业 的 总 产量 、 国 民 收 入 、 就 业 水 平 及 物价 水 平 
等 ,不 可 能 长 期 维持 在 某 一 固定 均衡 水 平 上 ,而 是 在 不 断 地 变化 着 的 - 
这 种 变动 常 表 现 为 两 种 不 辐 的 类 型 ,一 种 是 长 期 增长 的 趋势 , 即 随 着 劳 
动力 和 资本 存量 的 增加 及 科学 技术 的 进步 ,总 产量 ,国民 收入 、 就 业 水 
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平 将 随时 间 不 断 增加 。 这 就 是 经 济 的 增长 现象 。 另 一 种 类 型 是 经 济 增 
长 是 不 平稳 的 ,有 时 经 济 发 展 离 于 基 个 增长 灯 势 ,呈现 高 度 繁 某 ; 有 时 
叉 低 于 某 个 增长 趋势 ， 表 现 出 经 济 故 缩 或 训 退 ,这 种 经 济 波动 现象 * 称 
为 经 济 周 期 或 经 济 循环 。 那 末 ， 为 开 公 会 出 现 经 济 增 长 或 经 济 周期 现 
每 ? 本 节 将 通过 建立 经 济 增长 的 索 洛 (Solow) 宰 型 进行 宏观 经 济 的 分 
折 。 

我 们 作 如 下 一 些 假 设 ， 

(1) 反映 产量 电 与 资 市 六 及 劳力 上 的 关系 的 生产 函数 是 一 次 齐 
次 的 ;例如 熟知 的 柯 布 - 道 衬 拉 斯 生产 函数 是 

QOQ=FE,D = AAR , 0<a<l 01) 

(2) 产 出 -资本 比例 @/ 玉 是 可 变 的 , 资本 -劳力 比 琴 /上 也 是 可 变 
的 。 

(3 边际 生产 力 递减 ; 即 有 有 


Bf _ af _ of _ of 
f= RR > fr= > rr ar<0 frr p< 
其 中 = (KK, 了 ) 为 生产 函数 。 又 


FO0D=0, frt0,l)=00, frtoo,1)=0, 
(4) 劳动 力 增长 率 为 常数 , 即 


dL /7 
入 /Le 
从 而 得 到 LD) = LOO) en. 
(5) 国民 收入 了 与 投资 了 的 关系 是 : 
四 
Y= 
其 中 SS 为 储 车 。 
出 上 面 这 些 假设 可 建立 如 下 的 索 沼 模型 ， 
Q= (EK,L), (2) 
了 = 了 /3S， 8) 
_ dk 
T=- 二-， 《4 


839， 


Y, - 《5》 


如 = 
el. (6) 
其 中 (2) ,(3) 为 行为 方程 式 , 分 别 表示 供给 和 需求 , (4) 为 定义 式 , (6) 为 
游 动 力 指数 函数 形式 的 假定 , (5) 是 平衡 方程 式 ， 它 是 索 洛 模型 的 基本 
依据 。 即 生产 量 等 于 国民 收入 。 下 面 我 们 将 证 明 产 量 色 ， 资 本 丘 ， 国 
民 收 入 Y 了 了， 投资 了 在 时 间 充 分 长 时 ， 均 与 劳力 为 同 阶 的 元 窃 大 ;及 
增长 率 是 一 样 的 , 均 为 劳动 力 的 增长 率 w。 
现在 我 们 建立 美 于 忍 = 改 / 工 的 微分 方程 。 由 (2) 得 


Q=L/ ($1)= LoR). 《7) 
出 假定 fx00,1) = ce， fx(co,1)=0 得 
(DD = 0, g{0)=0, (8) 
因为 
dR _ d ( 生 )= KEL-RE I KK 
df dT\L I I 工 工 
= aR= SY -woR=Sp(R) -oR, 
这 样 就 导 得 关于 玉 的 一 航 非 线性 微分 方程 
taR Sp(R). (9 
PDLR) 是 如 的 非 线性 函数 , 它 满足 (8) 及 下 式 
y= F001 = 0, (10) 


首先 注意 到 存在 尺 * 忆 , 为 微分 方程 (49) 的 解 。 这 只 要 考虑 到 
[SR) 一 oRllra = 0， 


-区 TSp(R) — CoRR]|p-o = Sp(0) -C= +o0, 
[Sp(R) -muR]= Sp"(R) = Sfas(F,1)<0, 


lim LS CR) 一 Rl = lim( Se CR) 0) = 0 
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可 以 证 得 必 丰 在 如 = 民 佐 307( 玉 ) -a=0, 即 肥 ( 玉 )=coA5。 王 数 
Sp(R) -~ aoR 在 怀 = 尺 ,处 取 到 最 大 值 。 此 外 存在 怀 = Ro 使 SpCR0) ~ 
amo, = 00, RR, NH SP(R) oopR<0, 而 RRINH, Sn(R) 一 
Qo 民 R00， 簿 由 方程 (9) 得 ; 涛 民 放 有 RoI 计 有 有 RG) 过 0, 而 当 民 之 Rs 时 有 
RD) >0。 双 玉 '1a-ms=0。 基 而 可 知 Sqg(R} ~- aoR 有 两 个 零点 六 = 0 
与 丸 = R。 出 (四 得 ” 


RIY de t 
| df 
1. SprR}y— oR | 7 


收 证 得 妨 = 慌 是 (9) 的 一 个 特 解 , 旦 
lim Rt) = Re,, (12) 


t+ to 


即 有 
lm K/L = R,, (13) 


上 二 十 中 


从 而 
lmY/L=limQ/L=limy K/L) =2(Ro)， 
lim T/L= lm SQ/L = Sp(R), 
由 比 可知 岛 ,Y ,了 ,KK 均 为 工 的 同 阶 无 穷 大 量 ; 有 共同 的 增长 率 co。 
对 于 柯 布 -道格拉斯 生产 函数 ( 切 , 易 条 (93 变 为 由 努 里 方程 
- 符 +w- SAR, (14) 
注意 在 此 情况 下 
QQ afEKY., -Ae 
-aA( 和 EY -wm -am 


先 具体 确定 R, 与 R .二 Ro 洪 足 
SAR: = a PR,, 


邯 | 

ia (15) 
怀 , 满足 

SAaRr-!= a,, 
即 
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Fire= SAa/ao, (16) 
方程 (14) 的 解 为 
Ri-*= SA + Cet™ on 
Co 
二 Rie 十 ee Toot 
车 不 (f1) = 下， 则 奉 
Ri-e = Ri 汗 Cet- len ， 
性 二 [Ri-* _ Rl-*Je Dn, 


所 以 
可 1 一 下 LR Rl, (17) 
最 风 有 lim RY) = R,, 


当然 也 可 以 建立 五 的 微分 方程， 
dK -7-SF-5Q-S4KaFi 


di 
把 它 写 为 
~ 二 二 l=& 
EK of SAL!'™, 
或 
TT 2 《1 一 oy SALI-= 一 《1 一 oe) S.4 了 7 所 seet me ， 
积分 得 


lm” 二 Klin” + {1— x S4L5"|， eI- ds 


= Kl” + [reste 1], 


0 


从 而 有 
ALi-" SAL!'-*(0) 天 
KD = 人 (0)- SA ED owt} 
_ SALIi-e(0) SA ,Ie 
-{K: (0) 一 a + a “LL | , C161 
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显然 有 im 以 gt = oo， lina 了 (= oo 


用 -二 t+ 


im [£4 Kp) < 54 


P| 


t+ 中 ap 


习 题 


1， 薄 时 钱 , 使 其 法 钱 被 第 -象限 两 王 标 朝 所 莽 线 段 的 长 等 于 2， 且 经 过 全 标 
原点 。 
2.。 在 曲线 的 在 意 点 上 , 沁 切 级 和 法 线 为 演 的 算 形 面积 等 于 包 该 点 机 航标 线 和 
缉 党 标 线 的 长 注 过 的 矩形 面积 , 求 此 是 线 族 。 
5， 设 质量 为 央 的 括 便 的 水 平 祈 速 为 wo, 出 实验 知 首 ,炸弹 下 落 时 盘 到 空气 的 
阻力 叱 = 下 03， 其 中 为 炸 红 下 落 速 麻 ， 玉 为 常数 ， 求 炸弹 的 运动 现 律 及 运动 就 
道 . 

4。 求 疝 囊 殉 数 下 =243 且 一 《2259+ 220j 的 旋 度 场 ， 社 求 对 应 该 旋 度 方向 场 
中 的 方向 为 妃 线 作出 的 阳线 (有 时 称 之 为 襄 基线 )。 

5。 和 柚 生 物 培 状 礁 增殖 一 率 和 它们 更 有 的 量 尼 现 有 的 稿 养 物 秆 的 及 多 条 积 成 

正 小 (比例 系数 为 睛 ) ;营养 萄 质 减 少 的 记 率 和 微 尘 各 的 纲 有 讽 成 正比 [比例 系数 沪 
1) ,并 实 验 开始 时 ,容器 太行 45 在 的 微生物 和 Bs 区 的 营养 物质 、 试 求 微 生 园 的 
里 4 及 营养 物质 的 最 证 绩 时 间 的 变化 提 入 ，。 

器 。 在 直线 上 某 质 碟 为 集 二 于 该 直线 上 某 点 之 为 所 骨 引 ,其 大 小 与 引 方 中 心 到 
质点 间距 离 的 平方 成 正比 , 设 运 动 升 焙 时 ;让 点 距 坚 3 引 为 中 心 的 距离 为 #8， 且 初速 
为 零 。 

佑 求 质点 的 运动 速度 ; 

多 求 质点 的 运动 规律 划 列 达 引 为 中心 所 需 的 了 时间 

二 另 一 质点 自 无 穷 远 外 依 同 一 规律 商 时 出 发 , 初 述 为 零 。 当 前 一 有 质点 的 该 度 
与 牛 一 和 贰 点 在 & 处 的 速度 相等 和 时, 求 前 一 质点 运动 的 路 离 ， 

7。 一 气球 重 为 Q, 率 引 -… 堪 在 地 面 上 的 强 雏 直 . 上 和 站 ,作用 在 气球 上 的 为 有 三 ， 
着 为 也, 重力 Q, 与 速度 平方 成 正比 的 阻 为 及 = -8x2, 设 强 的 单位 长 度 重 为 p, 开 
将 晤 气 球 和 车 止 且 高 度 为 五 , 求 其 上 升 违 训 。 

8。 恨 氢弹 道学 ， 雹 弹 的 入 度 车 所 经过 的 路 程 ! 道 侣 关系 式 bafa/ 
四 Cn<1), 求 时 间 ? 与 骆 程 的 关系 。 

9。 容 咕 中 有 人 So 千 克 盐 溶 多 了 200 于 的 本 中 ,从 时 间 1= 0 开始 ;而 容器 注入 坪 
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天 水 合 500 克 不 的 盐 术 ,注入 的 如 六 为 4 升 /分 ,经 六 分 挠 拌 的 溶 滚 允 岂 引 问 风速 市 
流出 容器 . 试 求 在 任何 时 间 站 >0 容器 内 盐 交 浓度 . 买 生 度量 容器 的 速率 与 容器 中 


竟 世 溶液 淡 度 成 一 个 非 线性 的 函数 关系 , 不妨 设 为 函数 & (30 )， 刚 浓度 是 怎样 


的 遂 数 ， - 


人 


第 七 章 边 值 问题 


81 导弹 跟踪 问题 


前 面包 章 ， 我 们 讨论 了 常 答 分 方程 的 初 什 问题。 对 于 二 阶 常 微分 
方程 , 初 值 同 题 的 力学 意义 是 ;已 知 物体 运动 的 初始 位 置 和 初始 速度 ， 
可 求 确定 其 运动 的 盘 律 ， 在 实际 应 用 中 ， 常 常 要 讨论 在 第 一 章 中 已 经 
所 及 的 努 一 类 定 解 问题 一 一 边 值 问 题 ， 下 面 ， 我 们 考察 一 个 实际 问题 
的 模型 ,导弹 跟踪 问题 。 

如 图 ?所 示 ， 设 在 初始 时 肇 上 = 0, 导弹 位 于 坐标 原点 (0,0) ， 飞 袖 
位 于 点 (2, 站 ， 飞 机 沿 着 平行 子 % 轴 方向 以 常 速度 Vo 飞行， 导弹 在 时 
刻 上 的 位 置 为 点 (2,8) ,其 速度 为 常 秆 v2,。 导 弹 在 飞行 过 程 中 ,按照 制 
时 系统 始终 指向 飞机 。 现 在 的 问题 是 ， 确 定时 弹 的 飞行 园 迹 以 及 击 中 
飞机 所 需要 的 时 间 了 。 

普 先 ， 我 们 光 建 立 导弹 的 运动 方程 。 导 弹 的 运动 束 迹 在 点 M (2， 
3) 处 的 切线 方程 为 


A (x + b) 
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yy dy CX-0) = SCX -ea) 


其 中 (这 ,了 了 ) 为 切线 上 动 点 的 举 标 ， 由 于 上 要 (wa 站 应 位 于 切线 上 ,县 
wa = 证 Dot, 因 是 


~ Y= (- 酉 . 这- )(z+ot-o)， 


从 而 导弹 的 飞行 轨 线 出 方程 组 
人 -2 = vt — 2) {1) 
B+ (2) 
给 出 根据 (1) 式 ,得 到 


dx (5- =a+Vt 8, 


dy 
两 边关 于 上 求 导 , 得 到 
ds, dy _ dw ,dy _ ,dr 
dy Dy dE? 
妈 
dQ: | 
9 一 yy = Dp, , {3) 


从 方程 (2)， 得 到 


es 
晤 -0-( 曾 站 ， 


代入 (3) 式 1 
Se 6- 及 = 让 (9 ge}, (4) 


其 中 4= 加 /2 表示 飞机 和 导弹 的 速度 比 。 
方程 (4) 是 一 个 二 阶 非 线性 方程 .根据 导弹 初始 时 刻 位 于 (0,0) 点 :我们 
有 


即 


0) 一 站 《号 》 
在 时 刻 了 ,导弹 击 中 目标 :因此 成 立 
让 了 和 


rhb) = 站 十 人 07 ， -6) 
刀 为 跟踪 时 间 , 待 确定 ,于 是 ,导弹 跟踪 问题 归结 为 求 二 挤 非 线性 方程 
(4 的 注 直 按 倩 条 件 (5)、 6) 的 解 。 


上 述 间 题 可 以 通过 初等 积分 法 解决 . 置 旋 = -四 ， 则 -9 各 $2 = 
3， 因此 ,方程 (4) 化 为 


(6 3) = 外 [了 p21, (7) 


它 是 可 分 离 变量 型 方程 ,共通 积分 是 
Infp+ (14pm1= ~ Anb- y+ 
其 中 是 任意 常数 ,方程 (7) 的 初始 条 件 为 
pe0) = a (8) 
置 中 = CA， KE=p+tVltni,. 
根据 初始 条 件 (8) ,得 到 
C=lnK+Anb= nk B), 
从 而 
InEpt+ vitp = nD + Kb) =InK PAB- YY, 


所 以 


prvitp= EO/ y), 
对 古 ,我 们 得 到 降 阶 的 各 


_ 1 Kh (Bb— yy) 
-lo Re 
它 的 通 解 是 


1 KP 《五 一 aa 
一 sn 《二 二) 站 下 -| +C， (9) 


其 中 号 是 任意 常数 。 根 氛 第 一 个 边 值 条 人 性 (5)，, 求 得 
C= + RYTE:- 1/2K (A). (10) 
- 般 来 说 ,po<b, 所 以 1<1， 和 将 C10 代 入 (9) 式 ,我 们 得 到 导弹 的 飞行 
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轨 线 方程 为 
[0 DO 


“(T+tAKD 1—A 
人 +R)ALF KR 1]/2 EK(- 2), C11) 
利用 第 二 个 边 值 条 性 (C6):w(D)=a+t 了 7, 求 出 导弹 的 眼 踪 时 间 为 
T= Ta LV ro+ah . (12) 
Vo v1— A2) 
人 
i G+ ps) tao)y = f (0), (13) 


假设 栈 煌 六 ZJ ,448) 和 f(z) 都 在 区 间 La,53 上 连续 , 求 方程 (13; 的 油 
足 条 性 
TY toad (da) = A, {14) 
Pyby + Be (6)=B (15) 
的 解 。 央 汐 这 类 问题 中 关于 解 (%) 和 和 它 的 导数 YC(w) 所 雪 的 条 件 ， 是 
在 区 疗 [4,5] 的 两 个 不 同 的 点 (边界 点 =& 和 =5 上 给 出 的 , 它 不 同 
于 初 值 问题 仅仅 在 同一 个 点 = wo 上 给 出 引起 及 它 的 导数 久 的 信 ， 
部 第 一 章 所 介绍 的 ,(14) 15 是 进 值 条 件 。 
下 面 我 们 考察 初 值 问题 与 边 值 问题 解 之 间 的 差别 
二 和 阶 线 任 方程 初 值 问题 解 的 存在 唯一 性 定理 告诉 我 们 ， 当 p(x)， 
eto 和 jz) 在 区 间 (t2, 仿 上 连续 时 ， 方 程 (13)? 的 满足 初 信条 件 Y(zo) 
= 及 ,YC80) = 了 的 解 , 在 (2 六 上 存在 且 唯 一 。 那 末 ， 对 于 边 值 问题 
{13)~…(15)， 同 样 的 结论 不 一 定 成 立 。 请 看 以 下 例题 ， 
例 考察 边 逢 问题 


2 
| ty (16) 
y(0) =0, YC x) =1, (17) 


方程 (16) 的 通 解 是 
他 (他 = 蕊 10082+ Cssin 人 十 2 
其 中 C, 和 《和 是 任意 常数 .根据 边 值 条件 (17? 得 到 L: 和 C, 适合 
= 248* 


[=0 {185 
\C ,rar=1 C19) 
这 是 一 个 也 盾 方 程 组 ; 崖 此 边 人 问题 (16),{17) 无 解 。 
$2 二 阶 方程 边 值 问 题解 的 存在 唯一 性 
对 于 二 阶 线性 齐 次 方程 的 边 值 问题 


2 
GY 上 p(s) oY + omy = 0, (1) 


oa) Fay’ (4) = A, 
Pyb) + Py'(b)=B, (2) 


我 们 有 下 列 存 在 星 一 性 结果 。 
定理 1 设 函 数 记 (ww) 和 gw) 在 4 和 gq 所 5 上 巡 续 ,gp1(%) 和 gw 
是 二 阶 齐 次 线性 方程 (1) 的 两 个 线性 无 关 解 , 记 
4A= [op ta) + aspi(a) CP A) + Gop) 
Bp 0 + Ppit dh) Bps(b) + Bpsth) 
则 边 慎 问题 (1)、(2) 看 在 叭 一 解 的 充 要 条 性 是 
4 0, 
证 方程 Ci) 的 通 解 是 
Y= Cg(e) + Cp (ew) 9 
其 中 上 和 (Ca 是 任意 常数 。 由 过 值 条 件 (2) 得 到 
Coma) + op + CLap(a) t ap(a)i= 4, (3) 
CTA PAD + BApiB) I + CALA GD) + Ppscd) = B, 
当 4 友 0 时 ,上 述 方程 组 存在 唯一 的 解 C, 和 C,, 因 此 兆 什 问题 (1)、(2) 
的 解 存 在 卫队 一 。 反 之 , 若 边 全 问题 存在 唯一 解 , 则 方程 组 (3) 存 在 唯一 
的 解 CC1 和 和 C,, 所 以 EE 
推论 1 二 阶 线性 齐 次 方程 (1) 涌 足 非 济 次 边 值 条 件 
ya = A4A, VD B (C4) 
芍 两 点 边 值 亲 题 存在 唯一 解 的 充 要 条 件 古 
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Ma) pl) 
Spb) gD) | 
推论 2 二 阶 线性 齐 次 方程 4》 江 足 齐 次 边 值 条 性 
a) TF oy zy = 人 站， 
有 SI 的 十 有 2 
的 边 值 问题 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 
由 = 0, 
下 面 我 们 讨论 二 阶 线性 非 完 次 方程 的 两 点 边 值 问题 。 
考察 非 齐 次 方程 
时 +p(2)-M Om = FO8) (5) 
定理 2 设 xw) 和 440) 在 4<wb 上 连续 , 则 两 点 边 值 癌 题 (5)、 
“9 府中 一 解 的 这 要 条 件 大 相应 的 间 训 这 信 中 基 


d: y 
习 开 
20G)=0， Yb)=P 
具有 和 零 解 ， 


证 设 g(w) 和 gv) 是 廊 程 (1) 的 两 个 线性 无 关 解 ， 9”(%) 是 方 
程 (5) 的 一 个 特 解 , 则 方程 (5) 的 通 解 是 | 
ya) = Cp 0) + Cpa (rT) + Ym), 
其 中 CCs 是 任意 常数 ， 由 边 什 条 性 {4} 得 
Cpa + Cpa) = A YG) ， {7) 
Cg + Cp = B- yh), 


(6) 


置 
Ba) ta) , 
4= pb) pb) 
则 当 4 也 0 时 ,存在 上 唯一 的 一 组 C, 和 Cs 满足 (7)， 从 而 得 边 值 问题 (5)、 
《分 的 解 存在 且 唯 一 * 反 之 亦 然 。 另 外 ,二 阶 线性 齐 次 微分 方程 41) 的 通 
解 是 


YL) = Cu) + Cpa(t), 
» 250 4 


由 边 值 条 件 ye) = 0:9(5 =0 得 
Cp{(a) + Cp (4) = 0, CBY 
Cmth) + Cp b) = 0, 

所 以 当 0 时 ， (8) 存 在 唯一 和 的 解 C, 三 0,C, = 19, 从而 得 知 边 信 问 上 最 

(6) 仅 有 零 解 ,反之 亦 然 。 即 边 值 问题 (6) 具 有 零 解 ， 

现在 给 出 定理 2 的 一 个 应 用 。 县 然 ， 如 果 我 们 能 估计 出 线性 齐 次 
方程 (1) 的 非 司 解 的 任意 两 个 零点 a，B( 不 一 定 是 相 邻 的 零点 ) 的 距离 
下 = 月 -ec 的 下 独 
| 好 一 CD 
则 当 名 <8 时 , 边 值 问题 


Yt pm) WY gto) y=0, 


ya) =0, ya+ 8)=0 
上 只 有 零 和解 ys) 三 0。 根据 定理 2, 非 齐 次 方程 (5) 的 两 点 边 慎 问 题 


世 + pe) -dy + qo = Fo)， 


ya) =A, yut+6y=B 
的 和 解 存 在 且 叭 一。 于 是 ， 研 究 边 信和 问题 (5)、《4) 的 解 的 在 在 唯一 性 问 
题 ， 归 结 为 讨论 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 (1) 的 解 的 零点 的 距离 的 人知 计 
问题 。 下 页 我 们 给 出 方程 (1 的 解 的 零点 距离 的 一 个 司 计 公式 。 
定理 3 设 p(w) 和 q(tw) 在 [94,58] 上 连续 , 生 满 足 
[p(w lM, ImeN (aasseb), 

其 中 虹 ,六 是 非 负 常数 ; 别 二 阶 线 性 齐 次 方程 (1) 的 非 零 解 2 的 两 
个 礁 点 之 间 的 距离 上 洲 屁 


到， 当做 = 0 时 ， C9) 
ji 


3 ， 当 入 于 时， 
2 
证 车 8(2)ECT0, 有 , 则 用 分 部 积分 得 到 恒等式 


人 tg Ci) dt = wg (8%) - J ade, 
[] Eo 
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-ta df= Ch- mgs) + 人 sp 全 . 
两 式 相 诚 得 到 
| edt- 人 -98 人 =pg(o)- [2 40 


不 失 一 般 性 ,可 假设 非 零 解 yC@) 的 两 个 零点 为 2 = 0,zs = 大， 斯 其 扩 
= 多 (天 = 0 
置 
BO) = Ym), 
根据 方程 (1) 及 恒等式 (10) ,得 到 


hy’ (2) = iy) 上 是- ja yetyat 
0 I 
- i tp + gt) yt) 1 dt 


+ 人- DEpE YE) + oc Yt dt, 
置 A=maxi— CD 


学 后 鸭 ,] 


和 


由 微分 中 值 定理 ,得 
[~ FO0) | Et, 
[IS Yh) EAE), 


利用 |)IEM,， la(w) | <N, | |<4, 


[yt | SA- ,0seh, yr) | EAs, 


最 后 每 到 
| dy {wm) 
de 


| + NAhs/6, 


由 于 在 0 志 % 志 hh 上 前 函数 
(2) = 到 [za+ Cw — A) 


在 w=0 或 “= 上 有 处 达到 最 大 值 -地 如 峡 此 ,对 于 一 训 2E[0, 了 ,成 空 


" 252. 


月 -加 ALM /+ 了/2)。 


疡 以 

hA<ACOR 2+ NE/2), 
即 

NE:+ 3 Mh #60. 
由 导入 >0, 固 此 上 述 不 等 的 解 为 


Ea | -， 当 录 =0 时 ， 
= 


| -3M+VOMI+toN 当 N>0 时 。 
一 Ar 
证 毕 ， “ 
例 证 明 ; 两 点 边 值 问 题 
| WB esy -=o, {11) 
I 
y(0) =0， v3)=1 《12) 
存在 唯一 的 解 。 
证 旺 然 地 有 
pew) l= |S |<s/s, lg(o1= [es1 
(0S2Z<S173) ， 


因 玫 ，J = 5/3， 六 = 可 根据 定理 3， 方程 (1) 的 非常 (920) 的 堆 虚 
之 闻 的 距 写 六 满足 怖 让 


- MraaN 
js enn J 


所 以 边 值 问题 
| 3 和 + (+4sins) +3 ey=0- 
yO) = 0, gf- =0 
只 和 有 堆 解 Yo) 大 0 根据 定理 2 得 到 边 值 问题 (11 ,12) 存 在 唯一 的 解 ， 
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耳 后 ， 我 们 讨论 二 阶 非 线性 方 答 的 边 信 亲 题解 的 存在 唯一 性 。 为 
了 简单 起 见 ,只 沪 虚 两 点 边 值 问题 ， 


2 
fv) (13) 
地 = Th) = 8, (14) 


普 先 ,容易 看 出 , 求 边 值 疝 题 (13)、(19 的 解 等 价 于 求 方程 组 


区 = (a wd) SF YY,), 
(15) 
Ee BDF ed) Fat YY,) 
满足 边 值 条件 
y (0a) = 4, yD =B {16) 
的 解 。 


事实 上 ,车 包 人 和 尔 信 是 微分 方程 组 (15) 的 解 ， 满 足 边 值 条 件 
《16) ,所 


wt) = LB- AY, 0) + tA) Yt)), 
出 利用 
dah) oy - 
[0 一 起 十 对 人 在 二 0， 
得 到 
Bf) = Fs [on (六 — Yt), 
因此 SE) = pn Cd) EA 


na) = A, wtb) = 五， 
反之 ;车 2t 直 是 边 值 问 题 (13)、(14) 的 解 ; 作 变换 
1 
宙 二 hy.+ {ft— DY,], 
0 一 4 (17) 
d= YY), 
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于 是 ， 我 们 得 到 
f E00) BD ) Bt) = TD) — 160)], 


0= Fb- DD) + ~ 0 ]. 


解 上 述 关 于 多 ,9s 的 联 立 方程 组 ;得 
= (好 一 DF wt) ) 芳 ( 的 ) 全 己 ， (tf, gt) 


Yt) = (BDF Ev) oD) EF, ,9,2) ,Yt)), 
在 (17) 中 令 f=a 及 t=B, 即 得 Yi (2) = = A,y(DD =w(DD) =B. 
关于 一 般 的 两 点 边 值 问题 (15) (16) 我 们 有 下 面 的 结 轩 ， 
定理 4 设 和 求 数 古 (ff) (f= 1,2) 在 区 域 
D= {9 ,Vlasteb,)y,~ Al<h, |y,~ B|<A} 
上 是 连续 的 ,并 且 关 于 纺 和 名 满足 李 普 希 兹 条 件 , 即 存在 正 常数 和 N>0， 
钙 得 当 上 仁 信 久 ) ED, (ff, 292,) ED 时 成 立 不 等 式 
[FE SY) ~ Ft R20) SNLIY 2] + | ~ 411 = 1,2), 
那 末 , 当 0<6- Ga<rY<siAi ,Nr<1l 时 ; 边 值 问题 (15)、(16) 的 解 存在 
且 叭 一 。 这 里 
M= max |F,t,ysy) |, 
全 
证 迪 值 问题 {15)、(167 的 解 ji = 护 四 8 = 六 (四 test 所 防 等 价 
于 积分 方程 级 


| :| ss) Hf, Cs) ds, 
(18) 


y(t) = B+| Fs,9(s) ,Ys (8) Jds 


在 a 和 tft 忌 4 内 的 连续 解 名 = 如 (D,= 针 (现在 利用 逐次 逼近 法 证 
有 明 : 积 分 方程 组 (18) 在 闭 区 间 zs<tisz 上 的 连续 解 存 在 旦 唯一 。 
设 第 0 次 近 们 为 
HF) =A, 
RB. 
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由 此 依次 定义 第 天 次 近似 如 下 ， 


| y= A+ | 五 590(S) 90(3) yds, 
《19) 
HE) =B+ 人 TS VS) Wr Ns) Yds, 
k=1,2,.", 
显 热 ， 对 每 个 自然 数 天 ,9 ,8ND 在 tb5 上 是 连续 的 ; 且 当 
4<t<5 时 ,有 
] 多 AISMIt-ad<Me-aesMreh, 
[ym ~- BIEMIi- BM-al< Mh, 
因此 (让 (R=1,2,…) 在 4 志 t 人 5 上 有 定义 且 当 at<B 时 
CD (CD)) ED。 这 就 是 说 ; 按 (19) 式 确 是 能 够 使 次 构造 出 放 
数 序列 [4 人] ( 纹 有 有)} 来 。 
我 们 要 证 明 ; 当 -xco 了 时: 光 数 序列 (和 {20008)} 在 Et 
58 上 是 一 致 收 促 的 。 
事实 上 ,容易 用 数学 好 纳 法 证 明 
J 一 名 站 (MY 一 tl 
MAEDA ~ YD EMNe Bb- Db EMNt! 
(t ELa, 2b)), 


由 于 Nr<1, 正 项 级 数 只 MN "ret! 收敛 ,所 以 级 数 


YE) + 习 CUO YD (= 1,2) 


在 9<tf<5 上 是 一 致 数 合 的 ， 即 得 当 上 -zoo 时， 的 0( 人 在 G<At2 上 
分 别 一 致 收敛 于 连续 函数 (2) (f= 1,2)， 
” ”因为 
[Ye — AALSEh, [IY ~ BlaR wasteb), 
当 +co 时 得 
[yD -Aleh, It- Blakh (asteh), 
即 ( 必 ,CD WC 站 ) ED 根据 下 (tf,W ,Yo) 关于 9, 和 % 满足 李 普 希 效 
条 人 竹 ,就 有 
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[FE YR) EY — Ft ,YD | NL) 
— YE | + [MD ~ Ys (D1), (i= 1,2)。 
因此 渔民-> -ee 四 人 (520 人 3- 玛 收 化 于 天 :et 
入 人) 人 =12)。 在 (19) 式 中 令 K&>+co， 极 限 导 和 和 积分 号 可 以 交 
换 ， 得 治 


yD = 4 人 Fics,g(s) ,Ya(s))ds, 


名 (的 三 B+{ Fs,y(s) Ys)) ds, 


即 积分 方程 组 (18) 存 在 解 负 = 下 , 胡 = 胡 H(t)， 它 们 在 4 志气 上 是 
连续 的 。 这 也 就 证 是 了 适 值 问题 (15).(16) 的 解 存 宇 。 
按 全 问题 (15).(d16 解 的 叭 一 性 的 证 明 , 留 给 读者 完成 。 


习 是 
证 明 , 边 草 问 题 


9? 


[mr 十 《si -和 +3r costt =ert, 


lz@ =1, xf )=2 


存在 唯一 的 解 ， 


835 格林 范 数 和 这 值 问题 解 的 积分 表示 


圭一 节 给 出 了 二 稚 方 程 边 信 问 题 存 在 唯一 解 的 条 件 ， 在 实 陈 应 用 
中 我 们 还 需要 解 的 刁 体 表达 式 。 下 面 及 齐 次 边 值 条 件 的 特殊 两 鳞 进 值 
间 题 为 例 ， 说 明 用 格 亲 函数 得 出 边 值 问题 解 的 积分 表示 式 的 方法 。 现 
讨论 边 什 辣 题 
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时 
这 E+ gm)y = fn), ( 


yta) = yb) =0 {2) 
的 求解 问题 ， 设 通 数 加 pr) do 和 Fo) 都 在 闭 区 间 [4a,8] 上 连续 ， 


pt 和 gao 是 相应 的 齐 次 方程 的 一 个 基本 解 组 ， 财 方程 ( 雪 榴 通 解 
是 


y= Cipi(z) 二 Cups(a) + | K (0,s)f Cs)ds, (3) 
其 中 心 : 和 和 Cs 是 任意 常数 ,而 
Kw,s) 二 p15) pe (5) /es ; 
Pw) ps (EY 
这 里 
W(s) = [9 Pa (5) 
pilsy gts) 
为 朗 斯 基 行 列 式 。 


现 求 满足 两 点 边 值 条 件 (2) 的 解 , 为 此 将 (2) 代 入 (3) ;得 到 
Ci + Cepeld) = 0, 
Cop) + Cp td) + {KOb,s) f(s)ds= 0， 
车 选取 后 他 ) 和 和 人) 分别 满 足 初 值 条 件 
Pte) = 1, PDA) = 0 
和 Pi) = 0 WO = 1, 
则 当 4= ph) 0 时 ,得 到 
C= 0, 


i ? 
C= po (KCB,s) f(s)ds, 


因此 


_ gs (0) 和 ; ; 
yo = -De 人 Kb,s)f (sds+ {Kw,s) f(s)ds 
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= -名 [ff K(b,s)f (syds + Kb,s)f (syds) | 


+ K(w,s) fts)ds = (le,s - GEOb,s) fds 


-| Kib, 0 2 Ftsyds, 


DD 
时 
(4) 
~ wh) ES), sELs,6], 
则 边 值 问题 41) , (2) 的 解 可 以 表达 为 
yte) = {Ge,s) fs)ds. (4) 
不 难 验证 ,函数 G(rm,3) 具 有 下 述 性 质 ， 


《iD 忆 (w,5) 在 正方 形 4<z,s< 上 连续 ; 
(ii) 对 每 一 个 固定 的 $8,Gtw,5) 作 为 z 的 函数 当 s 关 $s 时 满足 齐 次 
方程 及 过 值 条 件 
GA,s) = G5) = 0 
(ii) 人 人 ,5 在 三 角形 区 域 4a 志 w< 之 SD 及 4 所 85<w 忆 5b 上 有 连续 
仿 导 数 Cs 和 Gz: 
(iv) 当 g=8 时 ，Gstw,5) 有 第 一 类 间断 点 ， 且 它 的 跳 蚂 度 等 于 
1 即 
Ge, s) = 。 


通常 称 具有 上 信任 质 的 汪 数 Ge 5) 为 格林 (Green 画 数 ， 
例 ”利用 格林 函数 求解 边 值 问题 
《2 十 D9 一 2x- 驳 - + 2Y= (wt 1):, 
ye0) = 1) = 0, 
解 ” 齐 次 方程 


(w+ DY 一 20 + 2y=0 
具有 一 个 特 解 1(%) = rc。 于 是 可 求 出 与 从 tz) 线 性 无 关 的 另 一 个 解 
Pw) =cz| eI dy= Ciw’— 1) 
wm 


因此 解 pz) =1 一 2 和 9a(z) =w 分 别 适 合 初 始 条 件 
Pi0) =1, PD)=0 

和 
ps(0) =0， pC0) =1, 

并 有 各 (1)=1。 六 


gon /le 


一 2S 
a so 
二 十 33 * 
因此 ， 格 林 函 数 
S(t1— wm:) 
一 ; 自生 5 和 共 
Gm,s) 三 1 
一 2 )， Sl 
边 值 问题 的 解 是 


y=f G0,s) (s++ 1)ds 


= 位 - s(1-ao90]ds+| -od1- sy1ds 


w+ vw 2 
三 一 一 十 一 站 
2 
习 题 


1。 利用 格林 治 数 求解 边 值 问题 
260% 


= fer), (orb) 


5 
yo) = y6) =0 
其 中 函数 f7) 在 区 间 (0,8) 上 连续 ， 
2. 4 为 何 值 时 ,了 边 值 问题 
酌 


dy _ 
da + Ay fexy . 
yO =) =0 
存在 格 宁 函数 ? 
5， 求 下 列 边 值 问题 的 格林 函数 ， 
2 dy YY - 27 -2y=0, 


VD = 92) =0, 
4。 求解 边 值 问题 


yO = 501) =0, 
3。 求 下 州 边 值 间 题 的 烙 林 通 数 


yt) =0, yt8) =0. 
6。 作 出 格林 函数 , 求 艇 下 列 边 慎 问 题 


mlnz 多 dy + 六 二 = 


~ lnz 
fz rT 


yt1}=0, y(2) = 0, 
1! 所 示 ， 对 应 的 齐 次 方程 具有 特 解 pi(z) = lnz。) 
$4 压 杆 咨 曲 的 临界 力 计 算 与 特征 值 问题 


这 一 节 * 我 们 讨论 另 一 类 边 值 问题 一 一 特征 值 问题 。 首 先 , 考 痔 一 
个 力学 间 题 一 一 压 杆 弯 曲 的 临界 力 的 计算 . 


* 人 2] = 


如 图 7.23, 没 有 一 横 长 庭 为 ! 的 绷 弹 竹 宪 4, 酚 出 各 受 大 小 为 蕊 的 
力 港 杆 的 方向 作用 ， 杆 的 端点 4 和 如 可 以 沿 直 线 4B 方 向 移动 。 当 
力 卫 达到 一 定 值 时 , 细 杆 会 发 生计 曲 ， 欧 拉 提 出 下 列 问 题 : 


方 卫 术 到 多大 时 纪 弹 性 杆 发 华 弯 曲 ? 也 有 即 求 葡 界 力 的 大 小 。 
设 杆 的 变 位 曲线 {力学 中 称 为 弹性 曲线 》 为 Y= Yl%w)， -根据 材料 


EISY = — Py, 


其 中 巨 是 杆 的 材料 的 弹性 模 量 ,z 是 截面 惯 矩 。 贤 
_P 
14= -二 7， 
于 是 ,问题 归结 为 求解 下 列 边 值 问题 : 


2 
这 


y(0) =) = 0, 
即 求 4, 使 上 述 问题 有 非 零 解 。 4 称 为 对 在 值 , 上 述 问题 称 为 特 芷 值 问 
是 。 这 是 一 类 特殊 的 边 值 问 题 ， 
对 了 于 一般 的 二 院 线 性 方程 ， 设 函数 疡 (2)，3 人 2 和 六 2 在 FE 
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上 连续 ， 求 4 使 下 列 间 题 


SY + ps). + [Law) + Arts) y= 0, 


{1) 
[og 十 cam (oa) = 人 0, 


By + By hy=0 


有 非 零 解 YCr)，。 其 中 cisocay 有 月 孝 是 给 定 的 常数 ya 十 吗 尖 0 房 十 
应 关 0。 称 1 为 特征 车 、 丰 应 的 解 tw) 为 特征 函数 。 这 样 的 边 值 问题 
通常 称 为 斯 图 姆 (Sturm)- 刘 维尔 问题 。 
下 面 我 们 讨论 特征 值 和 特征 函数 的 一 些 简单 性 质 。 
人 性质 1 对 应 于 每 个 特征 值 的 特征 函数 ， 除了 一 个 常数 因子 外 是 
唯一 确定 的 。 | 
证 设 引 C0) 和 9,(w)Cas 和 气候 是 对 应 于 特征 信人 的 两 个 特征 函 
数 , 则 有 
{0 + ee) = 0, 
NA) Fa) = 0, 
由 于 ai 利 位 不 同时 为 零 , 到 此 ,应 有 
| YA) 
YA) WA) 
根据 刘 维 尔 公 式 , 斋 闭 世 行列 式 
Ye) (rm) 
Wiisy = |y 0w) cw) | =0 
所 以 ,函数 (8) 和 (zw) 在 区 间 [4, 轨 上线 姓 相关 , 即 存在 常数 忆 天 0， 
使 得 


| -0 


ym) = CY 8). 
性 质 2 特征 值 问题 


d dy = 
人 下 [otw) 二 42 下 = 人 (f(s)>0), 
ya)=0, Yb)= 


的 一 切 特 征 值 4 都 是 实数 ， 
证 ” 设 对 应 于 特征 人 14= a+18 的 特征 函数 为 
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YR) = HL) iw ), 


将 名 2 代入 方程 ,并 引 较 实 部 和 典 部 得 到 
5 人 | pC) -CC | + am) + artr) us) — 5r0c)atz)=0， 
df) ] 


册 


ps) 下 tow) + Oar) IC) + Br(m)u(w) 0, 


将 上 面 两 式 分 别 乘 以 ， 和 zw 后 相 减 ,得 到 
~ Br(e)[zeto)+ v0)1= zz) 0 [pe) -qe | 


忆 dr 
-vo [eee | 
= Epo Yu- 《帮工 NE J, 
从 & 到 上 5 积分 上 列 等 式 , 并 利用 


UA) = v0) = 0 Wb) =u(6) = 0, 
得 到 


-B| re) TW) + om)Ide = 0， 


宁 sakey +328) 拓 007rtz)20: 所 以 有 =0。 即 特征 值 4 是 实数 。 
性 质 3 对 应 于 不 同 特征 信 4, 和 4; 的 特征 函数 8,(z) 和 3f2) 清 
是 


J 0。 
证 把 晤 [ae) -和 |+Ceo+4r(oiagte)=0， 
jw Wil: [ge(z)+ Asr (8)IYs(2)= 0 
分 别 萎 上 (4),9:(2) ,然后 相 减 得 到 
dy; 
go) -下 | 
+ Ch — AADCTIY Y= 0, 
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| pe (vs 9 ) | bro yy 0. 


从 而 
Ga re yo de Tho) 99 9s. 
根据 过 值 条 人 性 
QA + edi(a) =0, 
{ov + eyta) = 0, 
人 人 + Hyitb) =0, 
Bvtb) + Byr(b)=0, 
日 只 上 + 只 全 0， 碟 + 谎 >0) 因 了 王 
J YC6) = 0, 
YAR) Ya) 
Yb) Yb) = 0, 
Yh) Yd) 
所 以 


CA rev), C5) Yd = 0, 
由 于 放 到 4 得 到 
fren ys ds = 0, 
现 讨论 本 节 开 头 提出 的 压 村 弯曲 问题 


2 


yO = 0 = 0, , 
首先 ,根据 性 质 2, 特 征 值 4 必定 是 实数 ， 务 三 种 情形 讨论 ， 
1° 24 二 0。 方 程 (2) 有 基本 和解 组 


Ps) = ev s, 的 和) = ER < 


(2) 


由 于 
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1 和 (0 sf 0) 11 | 
A=jpu) wil” le 1 ev 
= er 一 ev +0, 
根据 52 定理 1 的 推论 2, 边 信 问 题 (2) 没 有 非 零 解 ， 
2°” 4= 0。 方程 (2) 有 基本 解 组 
PP) =1, Py) = 


由 于 
_ T1900) ?9:00) | =i0, 
pl) pd) 

因此 , 边 什 问题 (2 也 没有 非 零 解 。 


3°” 4>>0。 方 程 (45) 有 基本 解 组 
gif3) = COSAA AL, Plt) = Sin RL, 


由 于 
4=191(0) PC0) -| 0 _ on /a 
Wl) yall)| leosyAl sinVAl | SDVA': 


因此 , 边 值 问题 <2) 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 
sin 7 = 0， 
即 边 值 问题 (2) 的 特征 值 为 


相应 的 特征 函数 为 g(z) = sin 了 和 wz。 因为 4= -请 ， 得 到 使 网 弹性 
村 弯曲 的 临 扯 力 为 
已, = 五 7 = 五 Tar2182 {1#= 土 1， 十 3,")， 
使 村 次 曲 的 最 小 的 为 是 
| . P= En 
习 题 
1。 求 出 下 列 各 题 中 的 特征 值 和 特征 茵 数 ， 
» 26B 。 


gy 


—Ay=0, 


六 x -y=0, 
yD) =0, #2) = 全 
Ly (0 = 0， VD=0 


4 
(3) | 这 y=0, 


#0) =0， yd) =0, 
2。 4 沪 何 值 时 ;特征 值 问题 
| 二 Ay=1, 
yO =0, y{1}=0， 
无 非 零 解 ? 
5。 解 特征 值 问题 
d?y = 
dr + ky=0, 


yO ~ yD) =0, 
yD -yd =0, 
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第 八 章 ” 奇 点 .极限 环 和 周期 解 


$1 受 弹簧 约束 的 带电 导线 的 
运动 * 奇 点 的 分 类 


一 、 带 电导 线 的 运动 方程 
首先 ， 我 们 考 虚 物 理学 的 一 个 问题 。 图 8.1 玫 示 一 根 长 度 为 二 的 
带电 导线 ， 受 到 弹性 系数 为 天 的 弹簧 
的 约束 ， 带 电导 线 的 男 一 侧 ， 受 到 对 
一 条 与 它 平行 的 元 限 长 导体 ， 由 于 有 有 
电流 /通过 十 产生 的 磁场 力 的 作用 。 

两 根 导 线 分 别 通 过 电流 1 及 本， 
证 它们 在 未 通过 电流 时 前 距离 为 &。 
两 究 导 线 通 电 后 ， 由 于 磁场 力 的 作用 
半 | 相互 吸引 .根据 物理 学 的 比 奥 - 萨 伐 尔 

”无 限 长 守 找 一 (Biot-Savart) 定律 ,磁场 力 为 
+ FF = 2 
图 8.1 1 a? 

其 中 表示 长 度 为 上 的 导线 的 位 移 。 当 位 移 为 时， 弹簧 产生 的 弹性 
恢复 力 是 


五 一 一 8 
其 中 开 >0 是 常数 。 局 果 第 运动 带电 时 线 的 运动 方程 为 


其 中 rw 表 示 长 度 为 了 的 导线 的 质量 。 
a 268* | 


还 b= 22k, 
则 方程 (1) 可 以 写成 


di k ,wav+b (21 


dd 人 一 二 
现在 的 问题 是 ; 参数 2 和 已 对 系统 的 运 济 状 态 的 影响 好 何 ? 何 时 系统 
会 发 生 振 葛 班 稼 ? 


置 “%= 9, 则 得 到 与 方程 (2) 等 价 的 方程 组 
de 
"I 外 . 
《3) 
dy _ kk ,warts 
dr mm A 
设 代 数 方 程 


vw art+b=0 
/a dh 
的 根 为 gily zs， “1 = 和 YE 一 妇 ， 最 然 ,w=z9=0 及 w=w Y= 人 0 


都 是 方程 组 (3) 的 解 。 汶 了 进一步 研究 系统 的 状态 ,我 们 先 介 绍 一 般 的 
二 维系 统 的 疝 点 的 分 类 ， 然 后 利用 到 点 的 分 类 来 判别 系统 的 运动 状 
碍 ， 


二 、 二 维 线性 自治 系统 奇 点 的 分 美 及 相 窗 
对 于 系统 
drm _ 
Hf), {#4) 
子 (到 ) 不 显 含 时 间 1, 通常 称 汶 自治 系统 或 定常 系统。 我 们 把 变 吕 到 所 
在 前 室 间 R" 称 为 相 空 间 。 对 于 二 维 情形 ,把 (x,yY) 平 面 称 为 相 平 面 ， 
期 时 了 (Po =0, 称 人 w= 侈 , 六 系统 (4) 的 凌志 ， 奇 点 在 力学 中 对 应 
于 系统 的 平 交 位置, 因 汪 , 青 点 完 = 人 *o。 有 时 也 浆 为 平 信 竺 住 置 、 
= 269 。 


下 看 ,我 们 讨论 二 维 线性 育 治 系统 


全 一 好 + brs, 

《5 
dz 
a = C0 + dw,, 


点 0.0) 是 系统 15) 的 奇 点 。 置 
a b 
4=(。 di* 
如 果 det4 关 0, 称 桨 点 (0,0) 为 初等 坷 点 。 现 在 ,我 们 根据 念 阵 和 4 的 特 
征 值 的 不 同情 形 ,对 系统 (5 的 奇 点 (0, 人 进行 分 类 。 扼 阵 4 对 应 的 特 
征 方程 是 
1] 人 一 由 bb! 
fe qh 
设 特 征 方程 (6) 的 根 , 即 矩阵 4 前 特征 值 为 44 和 4 
定理 1 对 于 二 维 线性 系统 (5), 设 det4z 关 0,4 和 ,是 妇 的 特征 
值 ， 则 
1” 当 dis= 2 十 (8>0) 时 , 辣 &=0, 琳 虚 侣 (00,0) 为 中 心 ; 车 
a 二 0, 奇 点 口 为 稳定 信 志 ; 0>0 时 ， 厅 点 口 为 不 稳定 的 焦点 ; 
2” 当 js 为 同 号 的 实数 时 , 奇 点 口 为 结 点 ， 
3 当 hi,s 为 异 导 的 实数 时 , 奇 点 口 为 鞍点 。 
证 1° 设 入 ,=a 土 B。 模 据 线性 代数 的 理论 ,存在 满 秩 阵 工 ,使 


A atradAttad- be) = 0. {67 


得 
_ « 8 
下 ‘47=(_ 8 站) 
作 名 性 变换 w= 了 TW, 则 方程 组 (5) 变 成 
dy pl 
TAT)y, 
即 
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区 


Th 


人 = 8 


9 - - By, + Co 


dr 
置 
4 = weosl ， 4 = rsing 
于 是 方程 组 (6) 化 为 
oy 
df 
， 7) 
1 dg 
ar fF. 


方程 组 (7) 的 二 线 为 


rf = oe ， 
81) = — Bi+t,, 
其 中 ”ob 是 任意 常数 。 如 果 a= 0, 那 可 7( = 名 :8 的 = 一度 + 思 。 
这 是 (9 ,9 ) 平面 上 以 原点 为 中 心 的 一 族 同 心 圆 ,如 果 s 寺 0, 则 轨 钱 为 


Y (日 ) = zexp| ~ 可 人 一 9) |， 


它 是 对 数 名 级 {图 8.2) 。 


(8) 1; 2=r+ 总 
(rx<0 铺 形 } 
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册 玉 在 线性 变换 下 ,直线 名 =0 和 久 =0 弯 为 直线 避 和 了 ， 贺 变 
为 梢 图, 对 数 虹 线 仍 变 为 对 数 螺 线 ,因此 , 回 到 原来 的 zigs 平面 , 得 到 
奇 点 避 附 近 的 轨 钱 分 布 图 如 图 8。3 所 示 ， 


.2 


(9) 次 点 为 中 心 


(6) 奇 虚 为 镶 点 


图 8.3 


对 子 和 es= 土 启 梢 形 , 奇 点 避 附近 锌 一 族 闭 的 拉线 记 充 满 , 这 种 
奇 点 通常 称 为 中 心 。 当 特征 值 为 共 轿 复数 4,,=a 寺 当时， 到 点 口内 
近 的 雪线 作 ( 四 ) 当 #-> 土 时 沿 对 数 蝶 线 趋向 于 尾 点 0 。 对 应 六 2<0 
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情形 ， 一 切 轨 绽 和 (有 当 t->+o0 时 趋向 于 OO， 这 时 称 琳 点 口 为 稳定 
焦点? 对 应 于 ae>0 的 情形 , 奇 点 口 附近 的 一 转轨 线 人 %( 拉 当 1 -时 
趋向 于 马 ， 妆 远离 达 点 ， 这 时 称奇 点 曲 为 不 稳定 优点 。 图 8.3 所 示 
的 是 中 心 与 焦点 情形 ,交点 口 附近 轨 线 的 分 布 。 
2” 设 ,为 同 号 的 实数 。 分 两 种 情形 进行 讨论 。 
(2) 4 天 ,不妨 设 如 人 用 。 : 
. 设 上 矩阵 二 对 应 于 苇 征 值 14,，% 的 特征 向 基 分 别 为 有 和 , ， 这 时 
方程 级 (5) 的 通 解 为 
RH) = 人 ;et ht Certh,. 
关于 子 求 导 得 
r= C Aenh tC,Aerrh,. 
根据 如 > 嫩 , 得 到 辆 线 冯 (站 的 单位 切 问 量 %'(2)/ 区 (及 上 适合 
wy _ AC ， 和 


] . 二 十 1 。 
TD 
以 及 
ob， 和 
lim wt 一 rh 时 


这 天 示 当 fy +oo 寺 , 革 强 和 w(t) 的 切线 趋 于 同 中 ,平行 ， 当 而 > 一 oo 
时 ， 胃 线 (四 的 切 向 趋 于 同 另 一 等 征 疝 量 如 平行。 射线 :2() = 
本 emt 和 工 ,，2w( 丰 = 页:ety 都 是 方程 组 (5) 的 雪线 。 如 果 4 六 >>0， 
则 沿 闭 射 袋 工 | 和 工 ,，! 2 人 一 0 下 了 一 co)3 如 果 4<4<0， 则 
| 和 他 ->0 《省 了 十 se 时 )。 

《有 41= 4,, 

(i) 却 果 存在 两 个 线性 无 美的 特征 向 量 有 和 有, 则 方程 组 (5) 的 
通 和 解 是 

w= CR + CR et, 
此 时 有 无 穷 多 全 特征 向 桩 ;是 一 切 胃 线 是 从 原点 O 出 发 而 不 含 口 点 的 
射线 。 
”Gi) 只 有 一 个 特征 向 其 不,, 这 时 方程 组 (5) 的 通 解 是 
T= CC + Ct Re tC hen, 
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其 中 下; 适合 方程 
CA-ADR,= A 
困 此 , 当 上 >+oco 或 扩 rr -ceo 果 ， 2 人 (一 0。 贺 线 的 单位 切 问 基 为 


2 
1 ea A tt Ac ht th,) + eR, 


pl Cc Fa 看 ， 、 
ch 
尝 上 所 述 , 当 坊 ,, 为 同 导 实 数 时 , 奇 点 (0,0) 有 下 烈 特征, 以 半 直 线 轨 线 
1 y 有 


《1) 为 关 i 结 点 


[ 
02) 为 = 为 旷 界 结 点 GB) 入 = 入 退化 结 点 
特征 向 量 无 窍 多 个 特征 向 量 叭 一 


图 8.4 结 点 的 各 种 情形 (4A>0O 情形 ) 
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为 分 蛤 线 :此 他 轨 线 在 奇 点 处 林 切 ,雪线 洛 确 定 的 方向 进入 (或 离开 ) 吞 
点 前 邻 域 。 通 常 称 这 种 情形 的 奇 点 为 结 志 ,分 别称 情形 (人 的 (ifii 
遍 对 应 的 结 点 为 临界 半点 和 运 化 结 点 (参看 图 8,4)， 
3” 设 41% 为 异 号 实数 ， 不 妨 设 入 计 0 汪 机。 方程 组 (5) 的 通 解 是 
T= eR et: te hel, 
这 冉 , 半 次 线 工 w() = cen! 和 工 :ao 人 = 下 et 部 是 畦 强 ， 且 活 
半 直 线 志 ,2 区 -=0( 扩 >- 00) ; 沿 半 直线 Lasw (有 -0 ( 当 纪 =+cc)。 
ft 一 十 co 时 ,有 
| cher' :0, 
当 fr ee 时 ,和 
PT 
这 时 的 奇 点 称 为 鞍点 ， 
较 点 的 特征 是 : 存在 四 条 分 界线 ， 芝 他 的 
一 切 轨 线 都 以 元 和 工 。 为 渐 近 线 , 见 区 8.5。 
例 1 对 于 微分 方程 组 


确定 麻 点 箔 类 型 ,并 作出 相 轨 线 的 分 布 图 (简称 为 要因)。 


解 D0 工 

4-(-a -3 让 
特征 方程 为 好 +34+2=0, 特 征 值 是 hs= -1 一 2 因此 ,根据 定理 1， 
奇 点 心 是 稳定 的 丫 点 。 下 画作 出 相 图 , 首 冶 求 分 界线 : 置 2 = Ar 代入 
方针 

dy -二 2 一 让 

dr y * 
得 到 斜率 天 应 秆 合 方程 

sw 275， 


一 2 一 3 大 
ks E 


和 


解 得 琴 ,; = 一 1 一 32, 从 而 ,分 界线 是 y= 一 w 和 Y= -20( 不 含 已 点 )， 
那 末 ， 其 余 的 轨 钱 究竟 与 早 一 条 分 界线 在 原点 处 相 切 量 ? 可 以 选取 某 
一 个 特定 点 来 炭 定 方向 ,部 在 (1 1) 点 的 方向 为 (1,-5) .四 此 立即 可 得 ， 
湛 余 锋线 与 9= -3 相 切 。 相 轨 线 的 分 布 如 图 8.6 所 示 。 


全 2 对 于 微分 方程 组 


等 一 由 十 gf 一 2 
{8) 
1 确定 奇 点 发 其 娄 型 2 求 出 相识 
线 前 直角 坐标 吉村 式 ;3” 作 出 相 图 ， 
和 解 1” 从 方程 组 
?2 t+Y—2=0, 
胃 8,6 yo 


解 得 %= 1,yY= 1， 邑 奇 点 为 {1,1», 公所 = 人 区 一 1 n=Y~1, 出 方 释 组 
(8) 化 为 


d (9) 
DE 
-如 -= 他 。 


方程 组 (9) 的 奇 点 是 (0,0)， 其 特征 方程 为 到 -2=0， 特 征 值 是 疝 ， 
= 土 V2 。 因 此 ,0, 们 是 方程 组 (9) 的 鞍点 , 即 (1,1) 是 方程 组 (8) 的 鞍 


2 9 -7 这 是 齐 次 方程 置 X=9/5， 得 到 变量 可 分 高 
dE 各 十 和 


1 2W 0 -E da 
工 十 天 dE * 
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通 积分 为 皇 - 妆 -2504 导 = 0， 
特 解 为 
WU=+W2 -1, 
即 相 轩 线 的 直角 紫 标 式 泡 
(wD -2 IH- 1) +etr -1}=0, 


分 界线 为 = (+ 2 -1)5。 
-上 述 分 界线 也 可 以 像 避 1 一样, 置 %= 本 ,得 到 
下。 工大 
1tk ， 
解 出 Ki ,sg = -1+ty2， 
3” 作 相 图 如 图 8.7 所 示 。 


图 8.7 


三 、 非 线性 茶 统 的 斐 区 (Perrom) 定 理 
现在 ,我 们 讨论 非 线 性 系统 


=an toy + FR,Y), 
<10) 
00 tady ta(lw,d), 
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类 似 于 线性 系统 (5) ,如 果 方 程 组 (10) 的 相 轨 线 都 是 盘旋 扑 向 于 或 远离 
奇 点 局 (0,0), 则 称奇 点 0 是 焦点 ! 如 果 有 两 条 相 轨 线 趋向 于 奇 点 〇 
两 条 远离 妃 点 ,而 其 他 的 相 轨 线 都 不 趋 于 奇 点 日 , 刚 称 O 点 是 鞍点 ;如 
果 奇 点 O 附近 的 轴线 ,在 (0,0) 点 有 公 切 线 (可 能 有 两 条 例外 ), 且 所 有 
的 轨 线 都 同时 趋向 于 疝 点 吕 或 远离 奇 点 , 则 称奇 点 口 为 缚 点 ， 

二 机 ,不 加 证 明 直 介绍 装 瑚 定理， 利用 它 以 及 定理 1, 就 可 解决 一 
般 情 说 下 非 线 性 系统 (10) 的 奇 点 类 型 的 判别 问题 。 


定理 2( 蔓 成 定理 ) 设 f(0,0)=800,0)=0, 且 fF(%,Y) = O011)， 


8) =00 人 活 ”0 上 时) 其 中 Y= VA 二 全 ,ze 之 0。 则 当 琳 点 (0， 
人 分 别 是 对 应 线性 系统 (5) 的 焦点 . 非 临界 结 点 以 及 贰 点 时 , 坷 点 (0 0) 
也 分 别 是 原 非 线性 系统 (10) 的 焦点 , 结 点 和 鞍点 : 如 果 (0,0) 是 钱 性 系 
统 (5) 的 中 心 , 则 (0, 0) 是 非 线性 系统 (10) 的 中 心 或 者 焦点 。 
例 3 ”考虑 无 阻尼 的 单 摆 的 送 动 方程 
+ 了 sinp=0。 


置 y=- 加 ,9=%, 则 得 到 等 价 的 微分 方程 组 


dr 
和 
(11) 
-= 竺 sins, 
首 党 , 求 系统 (11) 的 奇 点 。 从 方程 组 
他 7。 
Sjn 几 = 履 
求 出 y=0,42= zf2 为 整数 )。 因 此 , 坷 点 汐 (ar,0)(3EZ7， 法 人 吹 , 讨 
论 扣 个 奇 点 的 关 再 。 系统 (11) 明 然 有 无 穷 儿 个 奇 点 (Hz ,0)， 但 可 以 分 


成 两 类 ,分 别 加 以 讨论 。 
1” 奇 点 (2Kry,0)( 为 整数 )。 
置 三 =Y- 2KY， 方程 组 (11) 和 化 为 
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笑 
nit 


G 号。 
-gr sint2kr + £) 
= — Sn = ~ dE + olé’), {12) 


其 中 &=gA>0， 于是, 判 则 方程 组 的 奇 点 (2£z,0) 的 类 型 ， 北 为 判别 
方程 组 (12) 的 奇 点 (0,0) 的 类 型 。 方 程 组 (12) 册 对 应 的 线性 系统 是 


ds 


= 


dy 
本 


特征 方程 必 +4= 0， 具 有 一 对 纯 虚 根 和 1,。= 士 WGE i 这 时 ,从 定理 2 无 
法 判别 奇 点 (0,0) 的 类 型 。 但 是 ,我 们 本 直接 从 原 方程 


六 +tsine = 0 


求 出 相 轨 线 的 方程 ,事实 上 , 置 y=- 竺 ， 得 到 降 阶 的 方程 


df 
从 而 , 相 轨 线 方 程 为 


a ( 轩 )-? 各 = ~ asing, 


22 = 200089 + 8, = {13) 
对 庶 于 >24,1h| = 2 及] 有 <24 的 不 同情 形 ,根据 方程 (13), 可 作 
出 相 狼 线 的 全 局 分 布 图 (图 8.8) ， 
2° 党 点 ((28+1)r,0)(KEZ),， 置 5=w 一 (2K+ 4)#; 方 程 组 (11) 
化 为 


pr 


ds _ 
rh 
C14) 
和 = — asin[(2k + Dr +E]= dsint =af+o(E’), 
方程 组 (14) 对 应 的 线性 系统 是 
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f ds 
站 
dy 
La 5 


特征 方 种 为 “在 -他 = 0， 具 有 西 个 异 号 的 特征 值 ,: = 土 Va 。 因 此 
奇 点 (90,0) 是 方程 组 (14) 的 蔷 点 。 从 而 ,很 气 裴 瑚 定型 ， 襄 点 
《(25 二 1)r,0) 是 方程 组 (11) 的 鼓点 ， 

图 8.8 咏 示 的 是 系统 (11) 的 牢 疼 。 


EE 
SP 
图 8.8 


倒 4 次 4 闫 如 ,上 且 (B+ 1)?2 关 4B-0),G,5 为 常数 ， 对 于 答 分 方 
程 组 


dy 
-全 sinw, 

(15) 
Wa +by, 


报 据 a,2 的 不 同 值 ,判别 奇 点 (0,07? 的 类 型 。 
解 ”微分 方程 组 (15) 对 应 的 线性 系统 的 特征 方程 
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A 一 【 百 十 1) 有 二 五 一 让 二 0 
具有 特征 值 


1 bil ht 4D- 0) 
1 ,2 2 

1°” 如 时 +1)2<d4 人 一 CD) 峙 当 六 > -工时 ，(0,0) 点 沪 系统 (15) 
对 应 的 线性 系统 的 不 稳定 焦点 ,根据 斐 式 定理 ， 点 (0,0) 也 是 非 线性 蒜 
统 (15) 的 不 稳定 焦点 。 向 理 , 5 一 ~ 工时 ,(0,0) 点 是 系统 (15) 药 稳定 焦 
2” 如 果 {( 瑟 +1)2 > 4 一 G， 风 当天 >2 时 ,根据 有 > 一 1 及 5 过 ~ 1 不 
闻 情 议 ， 瞩 (0,0) 分 别 蚌 系统 (15) 的 不 稳定 结 点 及 稳定 缚 点 当 $<a 
时 ,0, 们 为 (15) 的 鞍点 ， 


四 、 带 电导 线 运 动 规律 的 探讨 


现在 ,我 们 应 用 奇 点 的 分 类 ,来 解 天 本 节 一 开始 提出 的 带电 导线 的 
振动 问题 。 问 题 已 归结 为 研究 方程 组 
dz 


EY 

《3) 
dy k wirt+h 
EE ne 嫂 一 佣 


设 方程 ~aw+ 了 =0 的 两 个 根 为 2 和 %ay 则 系统 (3) 的 奇 虚 为 (ol 0) 
和 (za， 0) I] | 和 羡 。 适合 关系 式 


QI 十 好 ,wiv 一 二 (16) 
对 子 青 点 (2;,0), 芯 
EE= 作 一 多 和 
{ (i=1,2) 
N=Y, 
利用 
1 1 1 /ff_ 1 
从 一 从 dE AG-8l 1 
一 交 
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- (11 - 2 | 生生 |<1 


per 4— 一 
及 2+2i= 人 方程 组 (3 化 为 
ds _ 
(EY 
dn = rts :~ aE rw.) -Bb] (lt) 
[i ni 这 到 Ee 
2 kk rg we 1 7 
= 一 下 + (we le 十 入 二 《17》 
= (0 E+ Or) (于 用， 
其 中 f= V+ 二， 
方程 组 (17) 对 应 的 线性 系统 为 
ds 
-本 
dy 大 
df HH -CE Tj, 
特征 方程 是 
A — i (im) = 人 0, 
有 _a a 
其 中 cs -和 二 /后 
分 三 种 情 说 进行 讨论 ， 


1 车 8> 全 ， 则 :为 苍 复数 ， 系 统 (2) 没 有 奇 点 。 理 论 上 可 


区 证明, 任何 闭 轨 线 的 内 部 区 域 中 必定 包含 奇 点 。 因 此 , 当 5> 全 时 ， 


系统 不 存在 闭 扫 线 , 所 以 不 产 止 振 卉 。 
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2 0<<B<<az74; 此 时 有 两 个 冰点 (zj,0) 和 (zs 0)。 表 点 (oly0) 对 
应 的 特征 方程 为 
图 


Hs 


{BI 0)， 


它 具有 符号 想 异 的 实 根 ， 因 此 ,(0,0) 是 线性 节 统 (18) 的 糠 点。 根据 裴 
戒 定 理 ,(z1,0) 是 原 系 统 的 襄 点 。 这 时 系统 不 会 产生 振动 。 奇 点 (za， 
0) 对 应 的 特征 方程 为 " 


和 = 


(Ra— 1) WE 0), 


Mm 


它 具 有 纯 虚 根 入,s= 二/ 一 筷 一 (ci 一 oo)i。 因 此, 奇 点 (0,0) 是 线性 系 


HE) 


统 (18) 的 中 心 。 根 据 裴 戎 定理 无 法 肯定 (2:;0) 是 否 为 原 系 统 的 中 心 。 
这 时 ,可 作 相 图 来 分 析 。 为 此 ,将 (3} 政 写成 
dy kartrb, 


ds mm (a- za)y 
= 是 积分 其 线 ,能 烽 积 分 为 


和 + 让 ko:+ kblnia- el =C, 


下 面 求 鞍点 的 分 界线 ,为 此 将 0= -2 + Ye-by= 0 代入 能 量 积分 ， 
定 出 积分 常数 ,得 到 


-VS yr YE ) 


因而 分 界线 的 方程 为 


Mm 全 |+ 丰 Im 全 二 一 
eV 
图 8.9 表示 0<b< 所 -情形 的 相 疼 。 
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从 相 疼 8.9 可 以 得 到 下 述 结 论 : 
国有 相 点 在 分 界线 环 的 玖 部, 则 导线 将 作 振动 。 


3” 8= 一 -《〈 第 二 种 情况 到 第 一 种 情况 的 过 流 傅 形 》。 第 二 种 情 
形 的 两 个 奇 点 , 随 总 的 增加 而 逐渐 接近 , 当 5= 扣 时 重合 在 一 起 。 图 
8,10C4) 画 出 奇 点 的 接近 过 程 , 当 了 = 分 时 只 有 一 个 奇 点 ， 相 图 如 图 


8,10(D) 记 示 ， 
4” 5 之 0( 可 通过 改变 电流 或 了 的 方向 来 政变 的 符号 } 。 这 时 


gs = -和 二 全-b 中 ,一 个 为 抽 , 另 一 个 大 于 ;两 个 麻 点 (ouy0， 


(za 0 者 是 中 心 。 去 余 的 积分 晨 线 都 是 闭 的 ,分 别 包 围 上 述 两 个 背 点 ， 
这 酚 族 阅 胃 由 积分 曲 绕 “=a 隔 并 (图 8,11)， 因 此 ,2<0 情 形 ,带电 导 
线 产 生 振 动 。 
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图 8$.11 


综 上 所 述 , 当 0<8 < 所 及 5<0， 即 参数 汪 合 条 件 


aii < ke’, 
或 电流 i 与 了 的 方向 和 度 时 ,长 度 为 /的 导线 将 产生 振动 ， 
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可 是 
1。 设 e 渤 0。 讨论 电子 管 振荡 器 的 微分 方程 


由 ?yy 2 dr 一 
2。 对 于 微 分 方程 组 
名 =(27 -Hr -2), 
学 二 开拓 一 Es 


(1) 求 出 所 有 的 青 点 ; (2》 状 别 麻 意 的 类 测 。 
3。 设 9, 为 常数 ，a>0,8 夺 9. 对 于 短 分 方程 组 


dz 3 
dt “uty, 
dy pa s 
-= br 一 Duy + x?, 


Gy 求 出 所 有 的 背 点 ! (2) 判别 机 点 的 类 型， 
4， 对 于 微分 访 程 组 


二 m2 和 
本 一 +y 5, 
dy 

a TH +2, 


(1)》 求 出所 有 的 寄 点 ; (2) 羯 别 育 点 的 类 型 。 
5，。 设 微分 方程 组 


罕 -=cz+ 有 ui， 
rrr+oy 


欧 琳 点 (0, 人 中 是 中 心 ; 试 判断 微分 方程 
(eroydr+ (ar+ yydy=0 
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是 否 为 全 微分 方程 ? 并 说 明理 由 ， 


6。 工 -RC 电路 中 电流 的 方程 为 
dd di 1 
Lor Ra * ti, 


di3 
其 中 电感 工 疙 人 电阻 RR >0, 叫 容 C>0,. 试 讨论 青 点 (0,0) 的 类 型 。 
7。 对 于 下 列 微 分 方程 组 , 作 相 图 ， 


dr _ dz _ 
《和 -dr Hs 《2 dt Uy 
d 
= 一 2 一 3 型-=-5z-20 
《3) + 
dy 


38。 负 阻 管 振荡 器 电路 ( 男 8.12) 中 ， 屏 被 电 讨 满足 二 阶 微分 方程 
+ (rnt (rs)u= 人 0 


其 中 + 和 s 是 电路 参数 ,7 >>0,s 守 0, 试 在 r~s 平 面 上 划分 奇 点 美 型 的 区 域 . 


图 8.1? 


9， 对 于 线性 微分 方 杏 组 
种 =aztBy. 设 a8- By*0,p= -a+6), 


dy 
HF Yrtoy, 9=0a6~ Py, 


试 在 p~ 9 平面 上 划分 各 种 类 型 奇 点 的 分 布 区 域 ， 
10#。 尖 电子 管 振 荔 器 电路 满足 微分 方程 组 
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fF dz _ _ 
年 = 六 [~ y-w- kp(r)], 


dy _ 
二 


其 中 参数 天 220， 0<as 二 - , 则 遂 数 p(x) 满嘴 p00 = 一 1. 试 在 -4 和 参 交 平面 上 


划分 奇 点 的 分 布 区 域 。 
11。 对 于 微分 方程 纽 | jd。 


-Hr 一 2 
dy 
“dr 9 


中 确定 半点 玉 其 业 型 ; (2) 求 柯 委 线 的 直角 下 和 宗 表 达 式 ; (3) 作 相 图 ， 
2， 分 别 指 出 图 8.13 和 图 8. 所 示 齐 图 的 错误 之 处 。 


图 3.13 
15。 证 明 : 知 点 人 090) 大 铀 分 方程 组 
这 =--"- rv rityi, 
| 


Y -人 
"+, 


的 焦点 ,但 (0,09) 足 对 这 的 线性 系统 的 中 心 。 
(提示 ,化 为 衫 坐标 策 究 。) 


» 288 = 


32 电子 管 阳极 调谐 振荡 器 的 瑞 利 方程 。 极限 环 


这 一 节 ， 我 们 研究 在 无 线 电 技术 中 有 广泛 应 用 的 电子 管 阳极 调谐 
振 葛 器 的 数学 模型 ,说 明 极限 环 理论 的 应 用 ， 


一 、 珊 利 方程 和 范 德 坡 (van der Pol) 上 方程 


图 8.15 所 示 的 是 阳极 调谐 振荡 器 的 电路 图 。 图 中 左上 方 是 一 个 
三 极 管 示意 图 ;三极管 有 三 个 极 ; 阳 极 &、 表 极 和 栅 极 s。 栅 极 和 阴极 
之 间 前 电压 为 #。, 栅 极 电 流 i =0。 设 线 疼 的 电感 为 工 , 通 过 阳极 ,电容 
器 C 及 电感 为 上 的 线圈 的 电流 分 别 为 ia。is 和 并 很 据 电 路 的 基 尔 圭 


图 8,15 
去 定律 ,得 到 
| La Ri 十 idf = 0， C1) 
到 = 人 十 到。 {2) 
(1) 式 两 边 对 1 求 导 , 并 利用 (2) 式 得 
: U3F7 + 2nd 十 2 一 2 
“de "dt pir= pio, (82 
直 中 
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8 (2 C4) 

其 中 #= ww- DissD 是 电子管 

的 滩 透 率 。(4) 式 是 电子 管 的 特 
性 曲线 ,如 图 8.16 所 示 。 

在 电子 管 的 工作 点 所 的 阶 

近 , 曲 线 (4) 可 以 较 好 她 近似 为 


， EM 

jo= 1,+ Bu 了 5 )， (5) 
从 图 8.15 的 电路 得 到 

Ws= EE- Lar Ri 


df 
Dw, 
而 检 压 等 于 
zz 十 五 , = 书 +M 
因此 ， 


u= CM- DL) — DRi;, ~ DE,. 


通常 DRi 及 DE, 的 数值 很 小 ,可 以 忽略 不 计 , 于 是 有 


ux (M ~ DL , 《6) 
置 
如 = 人 一 了 
得 到 
j= -9 ， rE Se 本 (7) 
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根 烽 (4 .15),(6),(7) 式 ,得 到 
+pr= ta- Ps, (8) 
其 中 
= [LCM -LDb- RO], 
B= POM LD US), 
置 ss=pi, e=a/p, n= 8p/a, 
那 末 方 程式 (8) 化 为 


+o 1 时 上 闻 - : G9) 
如 果 惨 Y= YE%, 则 得 到 
dy 2] dy 
= 直 1- 全 ) | 乞 - SY. (10》 
方程 式 (9).(10) 通 常 称 为 瑞 利 方 衬 。 如 采 我 们 置 
w= V3 Y, 
则 廊 午 试 民 们 化 为 范 苇 坡 方 年 
dn 1 /de :1 de 
和 +o=ell- 村 (于 ) | 县. (11) 
二 、 环 域 定理 的 应 用 


前 面 研 究 的 电子 管 气 蓝 器 会 产生 等 层 振 葛 ， 那 末 , 如 何 从 理论 上 来 
解释 这 一 现象 昵 ? 这 在 数学 上 归结 为 方程 (10) 或 者 (11) 存 在 闭 轨 钱 的 
问题 。 这 里 ,我 们 不 加 证 明 地 介绍 一 个 有 广泛 应 用 的 环 域 定理 ,利用 它 
可 以 判别 阔 轩 线 的 存在 性 ， 

我 们 讨论 二 维 的 非 线 性 自治 系统 

ds pep,y) 9 


GE 
(12) 


定理 1 设 G 是 由 两 条 简单 闭 曲 线 个; 和 荆 ; 图 成 的 环 域 。 如 果 
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在 环 域 避 中 没有 方程 组 (12) 的 寄 虚 , 且 从 如 的 过 界 鞋 的 发 出 发 的 刘 综 
都 进入 (或 离开 YG, 则 在 环 域 必 内 至 少 存 在 方程 组 (12) 的 一 条 闭 轨 线 
( 见 图 8,17)。 

例 1 对 于 方程 组 


等 = 全 一 于 一 (w: + Sy ju， 
‘13》 


ty + jg 


判别 是 否 存 在 闭 轩 线 。 
和 解 ” 作 环 域 
G= {ce,9)| Tr+yeal 


Ty 


蚀 3.17 更 3.18 


则 在 @ 中 不 含 方 程 组 (13) 的 叭 一 奇 点 (0;0)( 现 图 38.18)。 
下 面 ,我 们 考察 从 GG 的 边界 上 的 点 出 发 的 轨 线 的 走 疝 。 由 方程 组 


《13) 决 定 的 商量 场 为 
Vw Y= CPORD), Om, ), 
TY 
其 中 Pew,y) =%—Y (e + 2 
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Q(z) = 人 + 于 一 (ez+ 地)9 


在 边界 上 (4,9) 点 处 的 外 法 向 量 海 入 = (z,W)， 从 而 ;有 
Hp = oP y) + YO) 


二 站 2 十 spi 工 + ap 
2 3 2 


— 4 4 1 ,; 4 5 bb 
= 一 多 (cos + 村 sin + sin gcos’g ). 
在 G 的 内 边界 r= 二 处 ,有 


m= 0820 —_l cos2p+ 3 
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co:20 ~ CO820 + 12) > 0, 


所 以 ， 从 += 地 -上 的 虐 出 发 的 雪线 ， 其 切 向 量 与 边界 曲线 外 法 向 量 


旨 的 光 角 为 锐角 ,因此 ， 斩 线 进 入 C 内 部 不 再 穿 出 。 在 侣 的 外 边界 
=2 村 ;有 
Wp = 4(C0S:26— Cc0520 ~ 3) < 0, 

所 以 ,从 了 =2 上 的 点 出 发 的 加 线 , 其 团 向 量 与 边界 曲线 外 法 向 #8 的 夹 
划 是 钙 角 * 因 此 ，, 软 线 也 都 进入 屏 的 内 部 。 根 据 定 理 1，C 中 必定 存在 
方程 组 (13) 的 闭 轨 线 。 

其 例 1 作 的 环 域 与 ,我们 来 分 术 一 下 ,为 什么 这 里 选取 的 和 也， 
都 是 所 疾 原 点 的 闭 曲线 。 事实 上 ,一 般 地 有 以 下 的 结果 ， 

定理 2 任何 闭 轨 线 毛 包围 的 单 连通 区 域内 ， 至 少 包 会 一 个 奇 

出 此 可 知 ,对 于 方程 组 C13) 来 说 ,原点 (0,0) 是 准 一 的 青 点 ,所以 
在 选取 三 , 和 和 六, 作 环 域 G 时 ,我 们 有 意识 地 选取 站; 和 六 ;为 以 原点 为 
中 心 的 圆 居 , 它 们 都 包围 原点 ;同时 ,对 于 圆周 来 说 ,它们 占有 易于 淹 别 
折线 走向 的 优点 。 
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下 画 , 我 们 座 茂 德 坡 方程 
Step 1)2+2=0 (ec>0) {14) 
为 例 , 分 析 一 下 恬 环 域 的 全 过 程 ,并 用 环 域 定理 来 解决 本 节 一 开始 所 提 
出 的 问题 。 
置 4=Y, 得 到 


(15) 
二 一 多 一 如 ( 几 2 一 153。 - 


它 的 奇 点 是 (0,0)。 容 易 计 算出 (15) 对 应 的 线性 系 红 芍 特征 值 为 


hi Et Ei 一 和 
» 多 站 
根据 §1 奇 点 的 分 类 及 裴 茂 定理 ,立即 可 央 ; 当 0<e<2 时 , 奇 点 C0,0) 
是 不 稳定 焦点 ; 当 ez2 时 ,00 是 不 稳定 铺 点 。 
显然 ,(0,0) 是 系统 (15) 的 唯一 的 奇 点 。 现 在 我 们 构造 一 个 环 域 ， 
其 内 边界 曲线 取 为 


Ts w+y = 
方向 场 Bw, = (9 一 汪 - ez 1)8)。 在 大 上 (zz9g) 点 处 的 外 恋 疝 
天 = (ws*g)。 类 似 于 例 1, 根据 
R= wy + YE -BEE 1)Y) 
= ~ 0 m1) 0, 

可 知 从 荆 , 上 的 点 出 发 的 轨 线 都 进入 本 的 和 外 部 区 域 。 

于 面 , 作 环 域 C 的 和 外 边界 曲 线 夏 ,: ABCDEFG.A{ 图 8,19}。 其 中 
先 在 w=1 上 选取 有 4 点 ,使 举 标 4 = 右 充 分 大 ! 然 皇 , 以 原点 加 为 中 心 ， 
A 为 半径 作 红 4BC 与 = 工交 于 C 虑 ,再 过 (点 作 斜 率 为 


kon = 1 re 


Rk 
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图 8.19 


的 线段 ,与 直线 = - 并 相交 于 万 点 ;再 以 口 点 为 中 心 ,OD 长 为 半径 ， 


作 贺 吗 与 $= -1 交 于 下 点 ; 最 后 ,过 下 点 ， 作 矢 率 kra = 天 -+s= 
Kop 的 线段 ,与 直线 = 1 交 于 局 点 ;连结 G4， 

现在 ,需要 仔细 检验 曲线 及 。 是 再 符合 要 求 ， 

AC, 史上 十 人 一 人 在 有 AC 上 点 (w,9) 处 ;有 

v= -em 1)Y, 

由 于 在 Giloj<1, 又 e>0 所 以 fsep<0， 这 表示 雪线 的 切 向 与 外 
法 向 的 严 角 为 钝 角 ; 即 毅 线 进入 G 内 部 。 在 DF 上 的 情形 , 同 理 可 证 . 

在 线 彼 CD 上 ，|2]<<1，CD 的 斜率 kop -= -元 -+e， 而 委 线 的 妃 


线 欧 斜率 的 绝对 值 为 


| 全 - <elos -1 + | 也 -| 
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te + 页 一 Kop, 


又 =y, 在 CD 上; #<0, 在 FG 上， #>0， 所 以 从 CD 及 FG 


上 点 出 发 的 轨 急 , 按 图 8,19 所 示 方 向 进入 GG 的 内 部 ， 
只 剩 下 4 这 一 段 边 界 曲线 了 , 但 是 ， 从 右上 的 点 踢 发 的 雪线 
一 定 会 穿 册 环 域 C。 事 实 上 ,各 点 的 9 浅 标 之 间 有 有 下列 关系 ， 
gr = 一 gd 
yo = yp + 2kcp, 
gp 一 一 多 np Yae=Ypt2kop, 


因此 ,Yo =94+ 05>Y 而 在 线 眉 GA 上 ,2 <g 0 由 此 可 知 ， 


雪 级 必 从 G4 穿 出 环 域 G。 
为 了 克服 上 述 困 难 ,我 们 设法 修改 环 域 的 邹 边界 本 ,使 点 局 位 于 
4 的 下 方 。 首 先 过 口 点 作 直线 OE， 
tedt dy = 0, 
其 中 65>0 适合 不 等 式 


s+26-(1- HH)<0 0<6<1. 
直线 OE 与 以 0 为 中 心 、，OD 为 半径 的 圆 虹 交 于 已 点 。 然 后 过 召 作 
线段 EF 平行 于 zx 轴 ， 书 点 的 横 坐 标 为 1- 6。 过 即 作 斜率 大 = e+ 
-去 的 线段 ,与 直线 = 1 交 于 @G 点 ,连接 CA 构成 世 :， ABCDEFGA 
(图 8.20)。 


在线 外 EF 上, tw-1-6, 2z2f1+6)2， 因 此 


WY- pet YE +20 <0, 


即 轨 线 从 五 眉 进 入 内 部 。 
在 线段 F 有 上 ,由 于 
- 2< 一 IT- 6< 站 < 扫 一 2, 


1 也 日生 + 


由 22 和 (14+5);， 或 写成 
vw 106+2), 


以 而 :有 
图 8.20 
| 于 < 如 | 人 一 工 | 十 一 一 上 5 {f+ 2) 4+ 名 < 雇 +*- kp 
只 要 选取 已 > 0 充分 天, 不等式 
#1+26-(1- Hn)<0 
有 人 解 5>0. 


最 后 计算 Yo ,使 Ya 之 Y4。 由 于 
yo = Yet (2+ Ok, 十 全 1 号 ， 
wnt+e(20+) ~ Y= 0, 


从 而 ,有 
vs= I EE 
T+ est 2 


又 Ya= Yp + 2k, Yo= — Yas 
和 


因 放 ， yp= ~ {V4+ 2%)， 其 中 k=et 方 。 


所 以 ,得 到 
1+ (CYat+2k) 
Vos "1+redTt a) + (2+0)k, 
由 于 
1 ( 2 ) 
lim .90 =1 0 %4 +O 
sg NU aor * gr ~ 
所 以 总 可 以 选取 = 六 充分 大 ,使 得 


ya -< 
Ye <. 
这 样 ，G 点 位 于 4 点 下 方 ， 在 线段 G4 上 ,各 -9>0， 从 而 轨 线 从 


G4 段 进入 环 域 C 的 内 部 ， 

棋 据 环 域 定理 在 G 内 存在 闭 轨 线 。 理 论 上 可 以 证 明 、 方程 组 
(15) 的 闭 轨 钱 是 唯一 的 ， 由 于 其 证 明 较 饮 复 ,这 里 哮 去 了 。 

范 德 坡 方 程 (11) 存 在 一 条 孤立 的 闭 办 线 。 一 般 地 ;对 于 沪 程 组 


< 已 (oo ， 
4 C6} 
于 
-和 = 起 (2 ) 
称 其 孤立 的 闭 办 为 地 人 限 环 。 


傅 如 ,考察 一 阶 系统 


这 -= -y+to /ty DV ty — 3), 
区 “DV 3), 
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引用 羽 坐 标 ,该 方程 组 化 太 
， dr _ dg _ 
D3), 1 
所 以 ,图 周 玉 :=1,D =3 都 是 方程 组 的 闭 轨 线 ， 由 于 它们 是 扳 立 
的 阔 轨 ， 所 以 都 是 极限 环 。 


3 
当 *< 之 1 时 ， 和 全 0， 因此 当 f= co 时 Y1s 


当 1<<z<<g 时， - 导 -<0， 即 当 f+ co 时 7-=1， 当 太一 ce 时 ， 
Fd, 


当 *>>3 时 ， 


学 0, 即 当 二 > - co 时 ，r->3。 


三 、 判 别 闭 轨 不 存在 的 方法 

下 面 我 们 介绍 班 狄 克 生 (Bendixson) 和 杜 拉 克 (Dulac) 的 两 个 判 
别 法 。 

定理 3 【〔 班 效 克 生 判 列 法 ) 设 阔 数 (PCz,Y) 和 妃 (%,9) 在 单 连 通 
区 域 G[ 了 风 图 2,21] 中 存在 一 阶 连 续 偏 


导数 ， 且 在 台中 


@Prtw,y) OQ{r, Y) 
Be ty 0, 


则 方程 组 (16) 在 区 域 G 中 不 存在 闭 畔 ， 
证 假定 在 G 中 存在 闭 圈 荆 , 信 
所 包 图 的 区 域 为 S$， 根 据 格林 公式 


§ Psdy - Qt, dr ” 图 83.21 


-人 (要 -各 ju 


» 299. 


C8 


在 三 上 ， 从 = 贫 ， 四 此 ,上 面 等 式 的 丰 端 等 于 零 ,但 + .29 


0, 右 式 不 等 于 罕 , 得 将 拓 ， 
定理 4 (村 柱 克 判 列 法 ) 设 检 在 函数 B(x,9), 它 和 PCw,g)， 

4(z,9) 都 在 单 连通 区 域 C 中 有 一 阶 连 续 偏 导数 ; 且 在 G 中 成 立 
(BP) , 8(BW) 


Bw ay 六 0， 
虽 方 程 组 516) 在 区 域 G 中 不 存在 闭 轨 。 
其 证 朋 与 定理 83 类似 , 故 省 略 ， 
例 2 证 明 方 程 
2 tant bds - a ~ B(-P -0 


不 人 存在 极限 环 , 其 中 ec, 月 为 常数 且 3 关 0,8 关 0。 
证 ， 等 价 的 微分 方程 组 为 


dr _ 
dr 
yap Dy + om + Py’, 
Ci 

六 

奇 点 为 (0,0) 和 (-2,0)， 
OP(w,Y) OE 
Be 十 -二 2 By 二 一 办 二 20y, 


一 -一 


根据 定理 3， 在 半 平 入 y> -人 -及 %<-35 中 都 不 存在 团委, 但 是 这 并 


不 排除 存在 与 “= 56/28 相交 的 闭 轨 的 可 能 性 ， 
置 Blr,y) 一 ent 
则 


AtBP) (BQ) _ rT -有 门 -- 一 一 一 - 
toy rat mh ANE bn 28) 


+ anv + Pry, 


e300 + 


选取 吕 = 0 说 = ~-28, 即 BB(w 9) = e739*, 若 
ABE) + BO) por, 
根据 定理 4 ， 在 全 平面 上 订 存 在 六 名 ， 因 此 不 看 在 极限 环 。 
例 3 说 函数 Pz, 引 和 (2,9) ,BBs ,9) 在 环 域 吕 中 具有 一 阶 
连续 偏 导 数 , 生 在 环 域 品 中 
a(BP) 4 80BQ) 0 


Bw Oo 
单 -= Po,y)， 
证 明 ， 在 环 域 总 中 方程 组 最 多 只 有 一 个 极限 环 ， 
各 =Q(， y), 


证 首先 证 明 如 果 存 在 极限 环 ; 它 必定 包含 环 域 DD 的 内 边界 :在 
潜 内 部 (网 图 8 .22)。 

事实 上 ,车 用 一 曲线 工 连 鱼 六 和 奸 边 界 曲线 本,， 构 成 一 个 单 连 
通 区 域 ， 设 极限 环 三 位 于 属 中 但 不 包含 六 在 共 内 部 ; 则 在 此 单 连通 
区 域 中 
大 0。 


(BP) + (CB) 
or Oy 
宙 杜 拉克 判别 法 知 不 存在 闭 轨 ,得 色 矛 峭 。 
下 库 假 定 在 环 域 DD 中 在 在 两 个 极限 环 2bca 和 a.B,c.&, ,它们 都 将 
妨 的 内 边界 包围 在 其 内 部 ， 


园 8 22 2 图 8,23 


sa 90 。 


对 于 闭 回 路 荆 :aBcaawciBara ,如 图 8.23 所 示 ， 有 有 


. $ BCPay ~ Qdr) =0, 
男 一 方面 ,根据 柯 本 公式， 


中 BPdy - Qde》 = i Ee. + BO Jazdy, 


左 式 等 于 零 , 而 右 式 不 为 零 , 得 矛盾 。 


可 合 


T。 证 明 , 微 分 方程 组 


对 -= -Hirt — x y), 


ty 
存在 闭 轨 线 。 
2。 河 天 下 列 微 分 方程 或 方程 组 是 否 存在 闭 刘 钱 ， 


- 红 = mg “2) A nts, 


{12 ad? 


dy 全 
这 tl di = -T+y- ry 


(3》 3- 芋 --( 这 ) +z=0. 


3。 试 证 ,微分 方程 组 


dz 


一 一 -一 出 一 2 
二 Trt , 


y+ 
[2 


没有 处 于 圆 *?+ 护 = 3 内 的 闭 轴 线 。 
#4。 试 证 ,二 阶 微 分 方程 


CE 2 全) 于 二 + 


302。 


J 


其 有 非常 数 周 戎 和 解 ， 
5。 对 于 微分 方程 组 


dz 
ar =2(0x+ by+e), 


d 
人 = Je by +t cy, 


《1) 求 驯 所 有 的 疝 点 4 

(2) # 证 明 : 当 peta— or +ceatbh -0 AD 时 ,小 闻 站 极 限 环 ， (3 证 明 当 
4= 0 下 存在 加 名 线 

证 明 : 二 阶 微分 方程 


冰 存 在 极限 水 。 
?。 证明; 方程 
dr 


d2w = 
T+ (a Br)z + (y- 64 本 站 


永存 在 极限 环 。 其 中 a.8.y 和 8 是 常数 ,天 0 提示 : 取 B(x,y) =?e-2 应 用 
社 拉 殉 判 据 。 > 
8 判别 下 列 共 分 方程 组 是 否 看 花 裤 限 和 环 ， 


dx 


= 
C1) i 
dy a 3 
~ 2th — 3s 
《3 为 常数 0 所 全 
, dr _ 2 
《2) Hr 2 + ir ~ ry 本 
dy 二 Bp 叫 3 
4 ytdry -3y", 


$3 线性 系统 周期 解 的 存在 性 


设 丰 是 4xxw 阶 常 姬 阵 ， 现 在 ,我 们 考 嵌 线性 常 系数 齐 次 方程 组 
#303 * 


dx - 


周期 解 的 存在 性 ， 

定理 1T 线性 常 系数 齐 次 方程 组 { 二 在 在 周期 为 @(o>>0) 的 周期 
解 的 充 要 条 件 是 :矩阵 4 有 特征 信 2= 2kzijJo (tkEZ)， 

证 因为 方程 组 (1) 的 初 值 问题 的 解 基 唯一 的 ,所 以 容易 看 晶 ， 它 
的 解 完 ( 站 = 64‘w(0} 是 周期 为 8 的 周期 解 的 充 妥 荣 忻 为 ， 


(OQ) = (0), 
即 eog(0) =w(0), 
从 而 等 价 于 det[e*s ~ 11=0, 


即 短 隆 e% 具有 特征 信 1， 而 当 是 矩阵 4 的 特征 值 时 ，ede 的 特征 
值 是 ee。 因此 ,矩阵 和 4 具有 特征 值 4， 适合 
已 im = 工 ， 
即 A= 2kri/a, KEZ. 
下 面 我 们 讨论 线性 常 系数 非 齐 次 方程 组 
dw 


定理 2 ， 设 害 阵 和 4 的 转 征 值 不 等 于 纯 厅 数 ， 了 (在 (- co ooy 上 
连续 ; 且 了 (8) = 了 (GE(- ooyco))。 则 方程 组 (2) 存在 唯一 的 
周期 为 m 的 周期 解 2 人力 ,已 存在 函数 矩阵 GG(f)， 它 在 (~ ceycce) 上 连 
续 ,适合 

人 -Geola<+eo， 
使 得 
p(t) = 全 cd- sy) ftsyds. (3) 
证 矩阵 4 不 具有 纯 虚 数 的 特征 值 .因此 ,在 在 实 的 吕 x%t 价 矩 阵 
BB, 借 ， 
iap_ /A 0 
B AB=(- 4, ) ， 
其 中 矩阵 有 的 特征 值 都 具有 正 实 部 ， 抵 阵 4, 前 特征 值 都 具有 人 负 实 
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A (CB-iABYY + Bf C4) 
存在 唯一 的 周期 为 @ 的 周 解 (人 )。 
置 
i lt 当世 9 
Gd -1 et,0), < 人 0 时 
diag(0,64*)， 当 上 0 时 ， 
定义 


Qf) = G6, (t-s)B f(syds 


-1 diagt0,e "Bf (sds 
+ 


| diag( ~ es 0) BIF (Ss) ds, 
册 显 然 ( 如 在 (~ ,+ 062) 上 确定 ;县 适 合 
gt) < Gs B+. f(s) ds 
<M(|_ ee” dt+ | er dt ), 
其 中 嘎 之 0 为 常 孝 ， 容 区 验证 ， 94) 是 周期 为 @ 的 周期 函数 
Qt+o) -六 GC (t+@m— ss)B fsyds 


Ss WH -| 6G Gt -HB 1if t+ ody 


= 人- Guft- HB 1f C0 dx = 0t), 
并 旦 


0 eso (ao es) 


了 0 _ | + 和 A. DN re Ys 
+ os -| Co a 0 
= (BiAB gd + BF, 


;0 
-1 
,8 flisyds 


.9 3090。 


其 中 工 ,7 部 是 单位 阵 ， 其 阶 数 分 别 与 4 和 碳 ; 的 阶 数 相同 ， 丙 此 ， 
&(D5 通 全 方程 组 ()。 
置 


P(t) = Bat) GD = BG BY-!, 
册 (2 基 方 程 组 (2) 的 周期 六 9 的 周期 解 , 上 


pt) = Gd- syfisyds, 


现在 ,进一步 研究 变 系 数 线性 方程 组 
dy 


= Aw+ FL) 《5) 
周期 解 的 存在 性 。 遂 常 , 称 方程 组 

Ww - - At)yT™y (6) 
是 方程 组 

dz _ 

-AD (7) 
的 区 轿 方 程 组 . 


定理 3 设 艺 阶 画 数 方 阵 4(fy 和 如 维 函数 向 量子 (人 在 区 间 
《一 coy+co) 内 是 连续 的 , 且 
A(t+oO) = AD, FEtro)= 0 (Ecoo)y)。 
则 方程 组 (5) 存 在 周期 @ 的 周期 解 的 充 要 条 件 为 ; 对 于 共 思 方 程 组 (6) 
的 任何 周期 @ 的 周期 解 (六 ,适合 
fy DF d= 0， (8) 


证 设 下 (六 是 方程 组 C7)? 的 基 末 解 方 阵 。 和 根据 常数 变易 公式 ， 方 
程 组 65) 的 解 亿 (的 可 以 者 示 为 
of 有 = GDao+| BD DS (sds, (9) 
因为 4 秋子 (的 在 (~ 220,00) 上 过 线 ， 所 以 方程 组 (5) 的 初 什 问题 的 
解 是 唯一 的 ,因此 ; 解 和 (了 是 同期 @ 的 周期 解 的 充 要 条 件 基 ， 


TLEm) = TO) = Ko, 


"$06 + 


利用 59) , 即 
[Bio) -Two= ~ | Po) -is) Fs)ds, 
或 者 线性 代数 方程 组 
[Em -Tw = (10) 
具有 非 零 解 ,其 中 
-| Bi fs)ds, 
首先 ， 我们 证 明 ， 方程 组 (10) 存 在 非 淮 解 ,的 充 要 条 件 是 ; 对 
隆 一 切 适 合 [一 中 (60)]=07 的 和 9， 成 立 
1 = 0, (11) 
事实 上 ， 由 
D7) LE) I) =0, 


得 到 
DD ATALDTE I D7) EPI =0, 


即 
DY)I!= -AT(DLDTHY]!, 


因此 ,[ 全 ?D7! 是 韭 固 方程 组 (6) 的 基本 解 方 阵 。 方 在 组 (6) 的 周期 
为 @ 的 周期 解 8 可 以 表示 成 
y= EDTDI I YO. 
置信 C0}, 根据 六 四 是 周期 解 ， 扩 C0) = (0 ,得 到 
| n=[LOET (0) nN, 

即 nf- Pm)l=0°, 
现 此 N= 0, 
再 利用 美 系 式 (14) 与 (8) 等 价 ; 即 得 证 ，。 

定理 4 设 祝 x 阶 丽 数 自 阵 A(t) 各 维 函 数 向 量 了 (i) 在 区 间 
{一 00,09} 上 连续 , 吕 
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A +oa)= Ad), F(to=f) (EC-%m, 0)), 
如 果 共 恩 方 程 组 6) 不 存在 周期 的 周期 解 ， 则 方程 组 5) 存在 唯一 的 
周期 为 四 的 周期 解 实 = 史 ( 浊 ， 且 


下 = | Lo Do) -oH f(s)ds, C12) 


其 中 @(t) 是 方程 组 (7) 的 基本 解 方 阵 ， 
证 共 红 方 程 组 (6) 不 存在 周期 为 四 周期 解 ， 凡 些 ， 矩阵 
中 -oo)- 了 是 非 奇 错 防 ”机 据 常数 变 易 公 式 ,方程 组 (5)? 的 解 史 人 的 可 
以 圳 未 为 ， 
w(t) = Br, + | PP DSF sds, 
总 
根据 定理 3 的 证 明 , 洛 [更 -10o)- 下 -存在 时 ,方程 组 (10) 存 在 唯一 韭 
零 解 
Xr* = EDI) -7 Dits)yf syds, 
即 方 程 组 (5) 存 在 瞧 一 的 周志 为 @ 时 周期 解 外交 。 
pli) = PRE + {oof as 
= PP) -7177 BF sds+ BD Dries) fs ds 
= P(t) {ee -17 | ef)ds 
v 
-| (exo)- Doe's Fsyds)| 
: = POLD (0) -TI (| Os) fs)ds 
+ (Eee +5)— D1(s)If (syds) 
A 
+ PSF 0)ds) 
= DOO o) -1 | os)7(s)ds 
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= 人 redceCdrio — DO- f(s) ds. 


下 面 ， 我 们 研究 线性 系统 (5) 存在 w 周期 解 与 存在 有 界 解 之 间 的 
关系 。 

定理 5 设 4( 仿 是 定义 在 (~ o0,0) 上 的 和 xm 阶 连 续 商 数 矩 阵 ， 
和 (站 是 定义 在 (~ oo ,00) 上 的 连续 妈 维 函数 向 量 , 且 A(t+@) = AE)， 
f(to@)= 了 (ft) 。 则 方程 组 (5) 存在 周期 为 @ 的 周期 解 的 充 要 条 件 
是 :(5)? 存 在 解 多 = 旬 ( 轧 ， 它 在 (- ceyco) 上 有 界 ， 

证 不 妨 设 于 (四 关 0。 必 要 往 是 显然 的 ,下 面 证 明 充 分 性 ， 首 先 ， 
党 () 是 方程 组 (5) 的 非 零 @ 周期 解 的 充 要 条 件 为 : 


(ao) = 省 (0) = No D. (13) 
设 外 (2) 是 方程 组 (8 的 基本 解 方 阵 四 (0) = 了 为 单位 阵 , 则 
w(t) = P(E) Lo + OE), (14) 


其 中 
gt) =) BD Ps) Fs)ds. 
0 


从 而 ;条件 (13) 等 价 于 关于 w 的 线性 代数 方程 组 
[Bo) -TX tam)=0 {15) 
存在 非 零 解 zu。 

设 方程 组 (5) 存 在 有 界 解 公 = g(t)， 在 (- sco) 上 定义 假定 方 
程 组 (5) 不 存在 周期 为 @ 的 周期 解 ， 则 方程 组 (15) 不 存在 非 零 解 人 Yo。 
因此 ;有 

det[ Btwm) ~- 11= 0, 
且 存 在 向 晤 3, 遂 合 
人 《16) 
(0, 


不 妨 假 设 27QC@)>>0。 置 
Ri=P ka) (k=0,1,2,), 
根据 p40) = P(tDop(k@) + (0) ,得 到 
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[1= PR + 0D), 
t= DR + EO) = Do) + (B00) + TC0), 
和 Dm Rt PEG) + + BD) + Tm), 
从 条 件 (16), 得 到 27B(06) =2z7。 因此 ,有 
ZR = TR + ZETA ) 一 十 cc CW Er Too) 
而 男 一 方面 ，| 9 所 开 ,tE(- ceycc)， 从 而 又 有 
laTwx| = Iz p(ko) | 之 | 了 二。 


得 到 矛盾 ， 


习 题 


1. 设 郊 数 f( 力 是 周期 为 = 的 连续 另 数 。 试 问 函 数 (GD 适 合 什么 条 件 时 ， 微 
分 方程 组 
人 = — rcost— ysint + Tf), 
dy -xsint — yeost, 


df 


存在 周期 为 了 的 周期 解 ? 
(提示 :应 用 定理 3.》 
2。 参数 a 和 为 何 值 时 ,下 列 微分 方程 组 在 在 司 期 为 呈 的 周期 解 ? 


cd》 全- az+ 到 ， [2) -= -dy, 
至 =- ~ x+toy; - 吾 -= -bzr+ey， 
3。 证明 :微分 方程 组 
SE C+ sin?t) + yeosst + f01), 
= scost +y(L + sii2 + BL) 


存在 唯一 的 周期 为 x 的 周期 解 。 已 知 ;应 数 和 和 8( 四 在 -中 <f<0 上 兴 续 ， 
ftin =F, B+ r= £1), 
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“提示: 先 卜 出 相应 的 并 二 方程 组 的 通 解 ,然后 利用 定理 4,) 
站。 设 访 阵 秆 函数 4(1) 是 周期 为 名 的 连续 函数 ， 呈 (四 是 线性 方程 组 
de 
a AAO 
的 基本 解 方 阵 。 试 证 读 方 程 组 的 一 切 钥 都 是 周期 品 的 周期 解 的 充 要 条 件 是 ， 
PD) = 名 (om) 。 
提示 , 利用 通 解 的 表达 式 及 解 的 唯一 性 。) 


se 311。 


第 九 章 ”稳定 性 理论 与 应 用 


81 稳定 性 的 概念 


这 一 章 ， 我 们 研究 党 微分 方程 解 的 稳定 性 问题 , 它 有 广泛 的 应 用 ， 
例如 ,设计 一 个 控制 系统 ,首先 必 肛 解决 系统 的 稳定 性 ， 然 后 才能 考虑 
么 镁 的 下 征 品 硕 指 标 。 为 了 天 请 稳定 性 概念 ， 上 先 看 两 个 鲍 子 ， 

例 1 有 阳 忆 的 弹 鸭 质量 系统 及 倒 措 . 

考虑 图 9,1 所 示 的 弹 先 质量 系统 ， 取 
其 王 平 衡 位 置 为 坐 款 原点 。 
0 现在 给 质量 为 m 的 物体 一 个 “初始 扰 
动 ?, 例 如 ， 在 初始 时 刻 把 质量 立 往 下 拉 一 
下 ,突然 松手 ,或 初始 时 给 以 一 个 冲击 力 。 
0 ”这 里 , 近 动 是 指 眶 态 的 , 即 在 初 基 扰动 之 后 
没有 其 他 扰动 如 果 初 始 扰动 不 天 , 那 末 物 
体 将 在 原来 的 平衡 位 置 附近 振动 ， 经 过 很 
图 9.1 “” 长 一段 时 间 后 ， 仍 停留 在 原 米 的 平衡 位 置 
上 ,力学 上 称 这 种 平衡 状态 是 稳定 的 (而 且 是 渐 过 稳定 的 ), 这 里 5 泗 近 ” 
包含 逐渐 接近 原平 衡 位 置 的 意思 。 

图 9.2 表示 质量 为 可 沼 物 体 的 振动 位 移 。 。 

青 来 看 一 个 倒 于 的 单 摆 ( 图 9.8)， 初 始 时 处 于 铅 亚 平衡 位 置 。 它 在 
受到 初始 的 微小 扰动 (不 管 怎 样 小 } 后 ,将 仿 离 原来 的 平衡 位 置 , 而 永远 
不 会 回 到 原平 衡 状态 ， 力 学 上 将 这 种 平衡 位 置 称 为 不 稳定 的 。 

例 2 几 种 初等 奇 点 的 稳定 性 
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图 #8.2 图 9.3 


在 第 八 章 我 们 讨论 了 初等 奇 点 的 分 类 。 图 9,4 形 示 的 是 几 种 初等 
奇 点 @。 


动 @ 


0 禾 定 的 焦点 6) 中心 ii) 鞍点 
图 9.4 几 种 初等 守 咸 


对 于 稳定 的 焦点 @, 当 初始 状 态 Ye 与 开 偏离 不 大 时 ， 从 os 出 发 
的 二线 zw(E; 和 ,Wo) 将 进入 BB 汐 邻 域 ; 并 趋向 于 8。 奇 点 所 对 应 的 平 
移 位 置 ,与 例 1 中药 有 阻尼 弹 诗 夺 量 系统 的 平衡 位 置 4= 0 具有 相同 的 
性 质 , 即 是 渐 近 稳定 的 。 对 于 中 心 ;内 要 初始 状态 wo 与 9 偏差 不 大 ， 
那 末 从 zo 出 发 的 办 线 儿 (fto,wo) 和 将 一 家 停留 在 g 的 小 邻 域内 ;与 前 述 
情形 差别 在 千 它 最 终 不 赵 于 怠 , 这 种 平衡 位 置 a 与 全 1 中 弹 往 质量 系统 
《不 考虑 阻尼 ) 的 平衡 位 置 2=0 补 辣 , 称 为 是 稳定 的 。 

莹 点 齐 情 形 不 同 , 在 奇 点 互 的 光 论 起 样 小 的 邻 域内 ， 总 有 这 样 的 
初始 状态 多 o 丰 党 出 发 的 轴线 w(t ,wo) 将 篇 雇 很 大 ,这 与 例 1 中 
倒 摆 的 平衡 位 置 相同 ， 也 称 为 不 稳定 的 。 
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用 微分 方程 的 数学 模型 描述 一 个 实际 系统 的 状态 ， 通 常 归结 为 ~ 
个 初 值 问题 ， 


da 
一 一 二 了 人 和)， 
| 全 (1) 


ofto) = Ho, * 


由 于 初始 数据 w, 一 般 通 过 测量 得 到 ， 不 可 各 免 有 识 差 ,我们 关心 的 
是 ,初始 数据 的 微小 变化 ,是 否 对 解 的 影响 也 第 小 。 否则 如 果 初 始 数 据 
“着 之 毫 厘 ”使 以 后 的 状态 “类 之 于 里 *"， 那 未 这 个 数学 向 型 就 无 法 使 
用 .号 一 方面 ,初始 数据 w, 在 实际 问题 中 表示 一 个 系统 的 初始 状态 ;在 
系统 工作 过 程 中 ， 由 于 外 界 各 种 因素 的 和 干扰， 可 能 会 产生 一 个 “ 初 娩 
的 扰 动 ?>, 即 产生 初始 偏 郑 ,我 们 希望 初始 的 殷 动 不 会 引起 系统 的 状态 
偏离 正常 工作 状态 很 过 ,这样 ,才能 使 系统 正常 工作 。 那 末 怎 祥 才 能 保 
证 做 到 这 一 点 呢 3 了 

实际 问题 中 提出 的 上 述 课题 ,用 数学 的 语言 来 描述 ,就 是 微分 方程 
初 值 器 题 (1) 的 解 (fo 多 由 是 否 连 续 依 赖 于 初 值 Xo。? 


一 、 解 关于 补 信 的 连续 依赖 性 


设 初 值 问题 (了 0) 的 解 人 =osE0) ,在 Etestfo++ TJ 上 上 存在。 如 果 初 
始 值 有 误差 , 变 成 ,我 们 所 关心 的 是 解 关于 初 值 23。 是否 连续 依赖 , 即 
解 g(tos 0) 三 pfstos 人 C0) 在 [fost 了 1 上 是 否 相 着 不 大 。 由 & 一 8 
的 语言 来 描述 ,就 是 对 于 任意 铁定 的 e>>0, 是 否 存 在 3>0, 使 得 当 ] im 
一 的 | < 时 ,以 (30 为 补 值 的 解 pt 和 ,Bo) 在 Lio,to+ 了 7 了] 上 椰 在 , 且 
适合 

19 一 to) <e (tert,,tot TT], 
换 名 话说, 式 . 
lm pefytoy wo) = pty, To) 


是 示 半 于 Es,h+ 了 了 一致 地 成 立 ， 
显然 ,如 果 初 卓 问 题 的 解 不 满足 唯一 性 , 那 末 虽然 初 值 w = 而 ， 坦 
解 p(to 天 0) 与 mitsto, wo) 在 [Ltéoytot+ Ti 于 可 以 相 盖 很 大 ‘参看 图 
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9.5)。 
由 此 可 见解 关于 官 值 me 连续 依赖 的 必要 条 人 忻 是 初 秆 问题 的 解 是 
叭 一 的 。 反之 ,结论 讯 是 正确 的 , 即 一 般 地 ,我 们 有 下 列 结 果 ， 


io 有 二 全 


图 #.5 


定理 1 和 初 值 问 题 (1) 的 解 p(tyto,wo) 关 于 初始 值 (i0,2) 连 续 的 充 
分 必要 茶 忻 是 , 初 值 问题 (1) 的 甫 存在 号 唯一 . 

这 里 需要 强调 指出 的 是 , 我 们 所 讨论 的 解 9(5yoo》 关于 初 值 的 
连续 依赖 性 ,都 是 在 其 个 有 限 闭 区 疗 [t,f+ 了] 上 论证 的 。 

下 面 ,我 们 给 出 一 个 估计 式 ， 可 以 用 来 估计 出 册子 初 始 值 x。 的 误 
差 以 及 方程 右 端 函数 的 误差 ,内 产 生 的 解 的 误差， 

定理 2 设 函 数 了 (t,o) 和 g(t,m) 在 闭 短 形 区 域 玉 ，|f-to| 坟 4， 
lv- 办 上 连续 ;w(t 和 #( 弛 分 别 是 初 值 问题 


dz _ Gy 
eA 和 Ye 
wto) = wo, ufo) = fo 


的 解 ;在 [#6 一刀 ,fo 十 有 上 存在 ;组 当 (ww (E, 失 ER 时 ;成 立 
[fm ~ fy) ENIT- yy), 
lat 8) ~ Fv) | SEM, 
刀 lw #o) SS, 
其 中 训 ,N 和 8 都 是 正常 煞 , 则 当 上 ET 加 - 玉 轴 十 站 时 , 右 
SIT5。 


lzet) 一 | | 所 6 人 Wia| 十 (emia _ 1), 


在 证 明定 再 2 之 前 , 先 介 绍 一 个 推广 的 格 前 瓦尔 不 竺 式 , 其 证 明 禄 
给 谈 者 作为 练习 。 

引 理 设 z( 四 ,了 (站 和 g(t) 在 [4, 如 上 连 绕 , 且 当 t&E[4, 们 时 ， 
£00, 到 


w(t) f+ | gs)ds, 
则 当 zEFe, 的 时 ,成 立 
人 (的 < 有 十 | gc fel eds, 


定理 2 的 证 明 
我 们 只 考察 二 tf 志 + 六 的 情形 ,to 一 及 志 1 志 t 情形 糯 似 可 证 。 显 
然 ( 轨 和 8 人 分 别 满足 下 列 积分 方程 


(及 =mot | FPCse(s))ds， 

[ 

teELtoto t hI, 
yt) = Wo 十 | (sy ys)) ds, 


因此 ,我 们 有 
wer) — yi) 三 由 j 一 vet [FCs Les)) ~ p(s,y(5))Ids, 
从 而 
[et -yD Slo yol + [Cs ae(s) — g(s,y(s)) |ds 
<6+ | Elf(s,0cs))— f(s,y(s))| + |fF(s,v(s)) — gs,y(s)))1ds 
+ | [Clz(s -yts}| + MJ ds 


= 二 CT [ws) — ys) [ds。 
利用 档 朗 瓦尔 不 等 式 ,得 到 
[et) -yD Er MO 1) + NTIS+ Ms-t) el “ds 


“16。 


= eset+ reve- 1], tte rh, 


当 轴 一 天 生起 时 , 奖 似 可 证 
la(D ~ yD IG evo+ NM (eto 1), 


因此 ,得 到 
la ~ yD det dE Cer 11, t ECis~h,totA. 


在 实际 问题 中 ,常常 需要 知道 解 元 ( 坟 如 ,和 在 无 穷 区 间 [to + co) 
上 是 否 祷 续 依 癌 于 初 值 wj， 即 贾 游 碟 初 始 抠 动 对 解 的 长 时 间 影 响 癌 
题 , 这 就 是 下 面 要 研究 的 稳定 性 问题。 


二 、 李 雅 普 诺 夫 褒 兴 的 稳定 性 


考察 微分 方程 组 
dr _ 
fw ™ 


徐 了 G0)=0,fECCR+ xD, RY ,DSER', R= [0 +co)， 下 面 首 
尝 纵 出 方程 组 (2》 的 零 解 mw =0 在 李 雅 普 诺 尖 意义 下 的 稳定 性 的 确切 

定 光 1 车 对 于 任意 给 定 前 e>0 及 折 筷 本 :存在 (机 ,2) 之 90， 使 
得 当 [Eo <3(toy6 时 ， 方程 组 (2 以 (和 中 为 补 值 的 解 和 (0 
在 (tf,, + 00} 上 存在 ,; 旦 满足 

1m stos wo) < 《YELt + 0)), 

册 称 方程 组 (2) 的 零 解 人 = 是 稿 定 的 。 

显然 , 零 解 入 =0 稳定 就 是 等 式 

na Piso oo) | “0 

在 [而 ,+ co) 芋 关于 了 一致 地 成 芯 。 

定 久 2 若 方 程 组 (23) 的 解 满足 

ti) 零 解 人 =0 是 稳定 的 
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(ii》 存 在 6 0, 使 得 当 sw， 过 8 于 ,有 
lim w(t, Ko) =0, 
则 称 方程 组 (2) 的 零 解 充 =0 是 浙 近 稳定 的 。 

定 汉 3 如 有 果 存 在 zo>9， 不管 62>0 怎 祥 小 ， 总 存在 %， 朋 然 
Ye <6, 但 是 方程 组 (2) 的 以 (26 ,wt ) 为 初 信 的 解放 (to，R6 ) 在 [to， 
+ co 上 不 存在 ,或 者 存在 大 > 加 ,使 得 

0， 
则 穆 方 程 组 (2) 的 车 和解 想 丰 稳定 的 ， 
一 般 地 , 若 了 (0) 一 0, 则 称 =& 是 方程 组 (2) 的 平衡 位 置 。 若 
4 是 (2) 的 平衡 位 置 ,我 们 可 以 作 变 换 
Y=- 
将 方程 组 (2) 化 为 
各 = ft, t+) Spt, 8) 


多 =0 是 (3) 的 平衡 位 "i 工 是 ， 讨论 一 般 的 平衡 位 置 的 稳定 性 问题 转 
化 为 讨论 零 解 的 稳定 性 问题 。 

下 面 , 给 册 某 个 特 解 多 = p(t) 在 李 雅 普 诺 江 意 义 下 稳定 性 的 8 一 8 
表示 : - . 

对 于 任意 给 定 的 e 汪 0 及 刀 宇 0, 如 果 存 在 6(t0,e) 半 0, 使 得 当 !%。 
一 ()| 达 60f0,2) 时 ; 方 各 组 (2) 的 以 (to,wo) 为 初 秆 的 解 (stoy 充 6) 
在 [ 古 ，+ ee) 二 存在 , 且 适 合 

{gtsto, Wo) — pei) cs (tfErLt,,00)), 
则 称 解 w= 四 (办 在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 是 稳定 的 。 

类 个 地 ,可 以 写 出 解 人 = (在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 渐 近 稳定 ,不 稳 
定 的 e-6 表示 ， 


习 是 


1T- 用 es 语言 写 出 解 工 = w(t) 在 李 雅 普 诺 寺 意 义 下 党 近 稳定 和 不 稳定 的 定 
尺 。 
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re” 


2. 设 x=wf 划 = 名 贡 是 微分 方程 组 
日 1 
a ¥ sin’i+ TT 


dy 
=TSint+tet cost 
a 1 站 


的 解 ， 利用 解 的 稳定 性 能 定义 证 明 上 述 
解 是 稳定 的 。 
3， 省 图 9,8 所 示 的 是 微分 方程 红 


= 了 (站 7， 


QD, 围 3.6 


局 字 
dt 


的 相 图 。 了 (0,0) = 已 40,0) = 0 且 已 .PP 元 连续 ， 
0 当 上 > + oo 时, 解 具 有 什么 性 质 ? 
(2) 该 方 种 组 的 零 解 在 老 雅 普 诺 天 意义 下 是 否 渐 近 稳定 ? 是 否 稳定 ? 
4 下 列 命题 是 否 成 立 ， “如 采 线 性 微分 方程 组 -GE =- ACD+f(G) 的 某 一 


个 解 革 = p(t) 在 李 雅 普 谐 夫 意 义 下 是 稳定 的 ， 则 1 该 方程 组 的 任何 镍 都 是 稳定 
的 ”。 

5。 利 时 李 雅 普 诺 夫 关 于 解 的 区 定性 的 定义 ， 着 别 下 列 初 值 问题 的 解 是 否 稳 
宇和 


(1) | 等- 中 | 营 -3 ， 
£(0) = dh xD= 0 
业 dx 及 
， ZT 十 T+ 人 2 人 = 从 Er 
人 ay (为 实 常数 )。 
i ， 


zk0) = x2(0) = 0i 
6。 已 郑 微 分 方程 给 


we0) = 0) = 0 


dx _ 
A Fs 
= (7,y) 


319。 


中 ,了 (0.0) = Qt0,0) =0, 旦 通 解 为 = _CatrC y= (Ca+Coye-at 基 HIC，， 


+ 六 
5 为 芷 齐 营 数 . 计 加 别 零 镍 的 稳定 注 ， 
7。 设 二 阶 微分 方程 导 = 有 zy-32 的 通 解 为 


T= "(Cc, eos la f + Cs sin tia! ). 


试 欧 别 零 解 的 稳定 姓 . 


$2 线性 系统 零 解 的 稳定 性 


下 面 , 我 们 讨论 线性 系统 
和 和. = Aw, t=0 (i 
dm _ i 
HA, >t 守 0 和 
知 零 解 的 稳定 性 。 
首先 ,对 于 常 系数 线性 系统 (1)， 其 零 解 的 稳定 性 可 有 由 下 列 状 般 2 
浏 别 。 
定理 1 1) 如 果 常 值 称 阵 和 4 存在 一 个 特征 根 社 , ReAa*>>0, 则 方 
程 组 (1) 的 零 解 是 不 稳定 的 ， 


2) 如 果 Re A( 有 4) 志 9， 且 对 应 于 Re4= 0 的 特征 根 语 浪人 罕 这 并 臣 
从 重 的 ;网 方程 组 (1 了) 的 零 解 是 稳定 的 ;但 不 是 浙 近 稳定 的 ; 


(3) 如 果 Re 4X44) 志 0, 且 Re 4=0 的 特征 根 对 应 的 初等 办 子 是 


多 重 的 ; 划 (1) 的 零 解 是 不 稳定 的 3 


《4) 方程 组 (1) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 为 :ReA 人 < 


局 
本 


证 方程 组 (1 以 人 0, 和 0) 为 初 值 的 解 为 


T(E) 一 局 4 和 
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(3} 


设 存 在 满 秩 阵 个 ,使 了 -4T = 了, 其 中 
= dag se ss 


| i | 
0 i 天 ks 


而 ; | 

1 人 认可 

ee ” 7 #2/21 
\o £ 
“1 ， 
站 
elt=Tdiagten:.wen)} TL!, (4) 
从 解 的 表达 式 (3) 及 (4) 臣 ,容易 疙 出 


1)》 解 的 分 量 是 形 如 1et# 的 项 的 线性 组 人 数 加 至 多 为 一 1 如 
果 14, 属于 单 重 初等 因子 , 则 所 ,等 于 0, 

2) 沙 Rea:>0 则 总 有 解 是 无 界 的 ,因此 不 稳定 。 

3) 设 Re 4( 和 44) 志 0, 苦 4= 土 im 的 初等 因子 为 是 单 重 的 ， 则 根 据 
17， 只 有 ss*: 的 项 和 包 食 在 往 诬 的 解 的 分 此 由， 它们 是 有 界 的 ， 若 4 = 
士 细 的 初等 因子 是 多 重 的 ， 则 解 的 分 量 中 出 现 妈 te 的 项 (p>>0)， 是 
无 界 的 。 如 果 一 切 项 有 界 , 则 

[way Tier Tg 

因此 , 均 解 是 稳定 的 ,但 由 于 出 现 ew!, 零 解 不 是 渐 近 从 定 的 ，。 

4) 不 难 证 明 , 当 了 ed4)<0 时 ; 存 冰 常数 开光 0,9>0, 使 


eMe 4 (0)， 
由 此 不 等 式 及 也 一 3 ， 即 知 (1)》 的 零 解 为 渐 近 稳定 的 高 要 条 和 件 是 


Re AtA) < 0， 
对 于 恋 系 数 线 性 方程 组 (2) , 淹 别 零 解 稳定 性 的 问题 要 复杂 得 多 ， 
岂 姓 ,即使 爷 数 囊 阵 妨 ( 世 的 一 切 特 征 值 盟 煞 4( 四 潢 足 
“321 。 


Re icf}< — a<i0, 


也 不 能 保证 方程 组 (2) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 .我 们 来 考察 下 面 的 反例 ， 
证 2 dz 
2 


这 是 一 个 菊 拉 方程 ,容易 求 出 它 的 通 解 次 


z(£) = st( CO cosY 7 ln t+ CC, sin¥ TIn i)， 


其 中 C1,C; 为 任意 常数 ， 
因此 ,方程 (5) 的 零 解 是 不 稳定 的 。 
但 是 ,方程 (5) 相 对 应 的 特征 方程 为 
2282A2 74+1=0, 
它 欧 两 个 特征 值 为 
ht) = lt i, 


省 jh>0 时 ,Re (2) <0。 

上 述 例 题 表 明 ， 和 定理 1 对 变 系 数 线性 方程 组 (2) 不 适用 。 变 系 煞 
方程 组 (2) 的 应 用 范围 极 共 广泛 ,但 是 对 于 这 类 方程 ， 日 前 还 没有 像 常 
系数 线性 方程 那样 简单 而 实用 的 稳定 性 判别 法 .对 于 方程 组 (2) ， 上 月 前 
已 有 有 些 判 别 法 ,它们 不 只 是 由 特征 根 实 部 的 情 沈 来 判别 ,下面 介绍 这 方 
面前 一 些 结果 。 

定理 2 对 于 线性 微分 方程 组 (2) , 设 4( 办 在 [tu + ce) 上 连续 ,出 

1) 方程 组 (2) 的 零 解 是 稳定 的 充 要 条 件 是 : 它 的 一 切 解 (tsto， 
多 中 在 [fyeco) 上 是 有 界 的 ， 

wt, Wo)! < NM 0) wo {6) 

2) 方程 组 (2) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 为 : 它 的 任 一 解 “(站 

适合 
,Jim wd) =0. (7) 

证 1) 的 充分 性 是 显然 的 。 现 在 假定 (2) 的 零 解 是 稳定 的 ， 则 对 
于 ee=1 及 任意 的 如 0, 存 在 6=6(4,1)>0， 使 得 当 ! wo1 之 6 时， 以 
(#6, 侈 0) 为 币值 的 解 六 (三 志和) 在 [tco) 上 存在 , 旦 适合 


" 23。 


- Tttsto, Wo) <1 《2 。 

但 是 

人 人 一 ra 

其 中 虽 () 是 (2) 的 基本 解 第 了 泗 。 从 而 ,对 于 任意 的 %。 ER", 有 
Ett, = PH DT HE, 


LB) Di) 2 


2 wo 6 
=- 人， | -)- 3 . 
因此 ,得 
Te A 2: wv 0 ) 2 < 二 他 
置 
- 2 . 
MU) = -FED 由 
就 证 得 不 等 式 (6)}。 


2》 的 充分 性 也 是 显然 的 。 现 假 设 (2) 的 零 解 是 浙 近 稳定 的 ， 则 存 
在 人 >>0, 当 "gp <1 时 ， 解 先 (人 加 ,和 ) 满 足 
lim wtfstus To) = 0, 


对 于 任意 的 ou€ 太 "成 并 


x (Eto, eo) = (tstos—, 小 eo (fr + 00). 


2: 和 
例 1 设 洱 数 &(t) 在 [0， + co) 上 连续 ,微分 方程 
dr 


ts 0 (8) 


的 零 解 是 稳定 的 ， 且 |” 15(t)1di< + 试 证 微分 方程 
TD TD] 0 《9) 
的 零 解 是 稳定 的 。 
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证 设 oi( 世 和 ao;( 纪 是 方程 (8 的 一 个 基本 解 组 。 根 据 定 吾 2， 方 
程 (9) 的 零 解 稳 定 等 价 于 它 的 一 切 解 是 有 界 的 ， 
微分 方 妊 (9 可 以 改写 成 
dw 


+ atl}s = ~ bin, 


它 的 通 解 适合 
wt) = Cw (t) + Comatt) + | KC, SiC- 8Ks)z(s)]ds， 
其 中 记 
Kt,s)= | Di(S) Las) /le ws) | 
Wit) Bolt) i [BS FE{s) 
由 于 方程 8) 的 一 切 解 有 办 ,所 以 存在 常数 山 >0 和 并 ,之 0, 使 得 下 
两 式 成 立 
[Ca + Cpt eM 
| ?5) | Cy,, 
BHF wety 
根据 刘 维 尔 公式 ,得 到 
je.(5) ws ts) = watto) oli 
[gi(8) SolS) ! Lolo) Slto) 


~ w(to) Wotto) 2s. 
Bh) dalt) 
从 而 
[KGS) NN， 其 中 N= NN， 
因此 ， 
ls I<M+f NIBCs) | [wcs) lds 
根据 格 庚 巨 尔 不 等 式 ,得 到 
aD eMe le cMel eM,, 


即 方程 (9) 的 一 切 解 在 [i,50). 上 是 有 深 的 ,根据 定理 32， 它 的 零 解 是 稳 
定 的 ,证 毕 ， 
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由 


容易 将 例 1 的 结 举 推广 到 一 般 的 方程 组 情形 ,我 们 有 
定理 8 设 B(f) 在 [0, 00) 上 连续 ， 且 全 1B(Dsdi<c +eo, 如果 微 
分 方程 组 (1) 的 零 解 是 稳定 的 , 则 方程 组 
da _ 
=LA+B(D I (x) 
的 零 解 也 是 稳定 的 ， 
证 明 留 给 读者 作为 练习 。 
下 面 答 出 方程 组 (2》 的 零 解 是 攻 近 稳定 及 不 稳定 的 一 些 判 出 法 。 
定理 4 如 果 存 在 常数 we>D， 伍 得 对 于 一 切 4 上 纯 阵 A(f) + 
下 7( 和 的 最 大 特征 值 sx 人 了) 适合 
at 一 他 必用 
则 方程 组 [20) 的 零 角 是 渐 近 稳定 的 。 
证 根据 定理 2, 只 雪 证 明 方 程 组 (2) 的 任 一 解 作 (站 适合 
lim wf) = 0, 
由 于 44() 二 和 47() 对 于 每 一 个 t 值 都 是 埃 尔 米 特 掉 阵 ; 所 以 它 的 
一 切 特 征 惜 都 是 实数 , 旦 . 


Anns ) = max 


TILA + ATO IL 
:1 * 


设 w( 四 是 方程 组 (2) 的 任 一 解 , 出 


dd we) _ T PY TT 
dF = (DR = wt A + AAT IL 


Ep A 

从 五 到 1 积分 ,得 到 

rw wf) 全 era eget) et 0 + 00), 

定理 5 设 甩 (四 在 [0,0} 上 连续 , 且 适 合 

(i) 对 于 -一 切 五 , 志 守 0, 有 

' AC - A), 
其 中 6 为 菏 个 常数 ， 
* 425 。 


ii) 矩阵 妹 的 的 一 切 特征 值 4 轧 满 足 
Redt}<~a 《0 

(iiy Mé<a/2, 

其 中 肛 出 不 等 式 
erofl < Me 

确定 ; 则 方程 组 (2) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 。 

证 ”将 方程 组 (3) 收 写 为 

-和 = A(t)w + LAO) A ) lL, 

根据 常数 登 易 公式 ,方程 组 (2) 的 伍 一 解 名 ( 乓 可 以 吾 示 成 

wt) ek) + eo -HACS) -ACh) lelsyds, 
从 而 , 当 加 时 ,有 

iw Me ts) + { 96e "ays) ds， 
嫩 
| er Mere w(t) + 上 Moe": gls) 'ds, 
让 
根据 格 衣 瓦尔 不 等 式 , 得 到 
\w her Me wt) en (fzt), 
邯 
I'm EM eu ett 
< wy) er0 〔( 当 t+oo 时 )。 
定理 6 如 果 下 列 条 件 之 一 成 立 ; 
(1) fm din Syds>0, 


其 中 入 1of 站 是 Af) + 47(4) 的 最 小 特征 什 ;: 
(2) lm| trA(SYds= +o0, 
赔 方 程 组 (2) 的 零 解 是 不 稳定 的 ， 
证 (1) 设 交 (四 是 亨 程 组 (2) 的 任 一 和 解 ， 则 类 似 于 定理 4 证 骨 中 
。326。 


的 估计 ;成 空 
d 光 ( 
d's 7 


Dt ji 1n{E) Et) i 


从 库 到 +# 积分 ,得 到 
{wt) 2 et) elo) 
因此 ,有 
2 nw) i >2 nw + | hms)ds, 
即 得 " 


Bm ln: wh) fim {ts)ds>0, 


Ld 


具 而 有 (的 在 [而 ,ce) 寺 是 无 界 前 。 根 据 定 理 2 ,方程 组 (2) 的 零 解 是 不 稳 
定 的 。 
(2) 设 夸 ( 四 是 方程 组 (2) 的 基本 解 阵 ， 由 刘 锥 尔 公 式 
idet D(H)) = ,det® eH,) [el is ， 
根据 (2) 的 条 件 知 ,det BCf) | 在 [ho,co) 上 是 无 界 的 ;从 而 到 (为 在 [bo， 
+ co) 上 着 无 四 的 ,再 利用 定理 2 即 得 证 明 。 


习 题 . 


T， 证 明定 理 3， 
\ 扒 示 ， 利 用 定理 2 和 祝 庚 瓦尔 永 等 式 ). 
2。 在 下 烈 各 车 中 , 懈 定 实 参 数 g 和 请 铭 范 围 , 使 零 解 是 浙 近 稿 定 的 : 


(1) { (2) 上 《3) { 
Y= y=ar+rbys y=br~2y; 
(0) { 2 05) {5 —40x- dy, 


UH= 人 Titis N=20T- Boy, 


3。 试 判别 下 列 御 分 方程 组 的 一 切 解 吓 稳定 的 , 潮 提 稳定 的 ,还 是 不 稳定 的 ， 
* B27 » 


#4。 试 漳 别人 证 列 答 分 和 和 生性。 


Esin toty cost, =y-2xtysint, 
1) (27 


= -xsint—2y, 


时 -= etzr+y Si 
5。 设 Gi, 光 } 在 区 域 Cg= 1 人 1 区 二 有 语 ] 安 号 } 上 连续 , 且 当 (本 ) E CH 
讨 成 立 
Fo, xls |xl, 


其 中 8() 是 在 Ffos + co) 上 定义 的 非 负 连续 函 效 ,8(Ddtc+eo。 如 果 - 和 一 


00 的 零 解 是 稳定 的 。 试 证 明 ; 微分 方程 组 


9 
本 


= A(R+TFO ,XY 


的 零 解 是 稳定 的 。 
《 握 示 ， 刊 用 解 的 常数 变易 公式 和 格 妆 瓦尔 不 等 式 ，) 


835 非 线性 系统 的 稳定 性 


第 一 节 我 们 给 出 了 被 分 方程 的 解 在 李 雅 普 诺 江 意 义 下 区 定 的 定 
义 。 对 于 一 般 的 非 线 性 微分 方程 ,往往 无 法 求 出 解 的 解析 表 法 式 , 当 此 
直接 从 解 的 表达 式 来 状 别 解 的 稳定 性 是 非常 恩 鸡 的 ， 下 面 ， 我 们 介绍 
一 种 在 研究 稳定 性 理论 及 应 用 中 行 之 有 效 的 方法 一 一 李 雅 普 诺 夫 家 接 
方法 , 它 用 不 到 求 出 微分 方程 组 的 解 ; 而 古 通 过 作出 返 当 的 李 雅 普 庶 夫 
通 数 (TV 现 数 ) ,利用 微分 方程 组 本 身 直 接 判 别 解 的 稳定 人 性 。 现 在, 我们 
以 自治 系统 
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dw 
-dr fr) C1)} 


的 平衡 位 置 色 = 0 的 稳定 性 问题 为 例 ， 说 明 李 雅 普 诺 夫 直 接 方法 的 基 
本 思想 ， 以 及 李 牙 普 诺 夫 关 于 稳定 性 的 儿 个 基本 定理 。 其 方法 容易 推 
广 到 一 般 的 非 自 治 系 统 。 下 面 ， 我 们 总 假设 甬 数 无名) 在 天 " 中 包 合 
原点 的 区 域 司 中 连续 , 臣 具有 和 连续 的 一 阶 时 数 , 了 (00) = 4。 


一 、 李 雅 普 诺 夫 函数 的 定义 及 判别 法 

设 区 域 Cg=imwlzweR:, eH,H>0},Rt+=[0, 1+), 

定 兴 1 设 画 数 了 ;Ca 一 Rt 是 连续 的 , 若 六 (ww) 满足 

《> Vo) = 站 

(37》 了) O00, VEECs ,LD, 
则 称 下 (和 ) 是 Cr 上 的 定 正 ( 定 负 ) 函数 。 定 正和 定 负 的 函数 统称 为 定 
号 函 娄 ， 

定义 2 若 函 数 了 :Ca 一 下 + 是 连续 的 , 且 满 足 

(1) Vo = 0 

(2) VE) 0(S0), YNECH, 

出 称 六 ( 完 ) 是 常 正 ( 常 员 } 泗 数 。 常 正 和 常 负 的 项 数 统称 为 常 号 注 


定 兴 39 车 函 数 了 :Cr 中 汪 连 续 的 ,县 满嘴 

(1) V0}= 0 

(2) 在 原点 和 的 任 一 都 域 由 ， Vg) 既 可 以 取 到 正 值 也 可 取 到 负 
值 ， 

友 称 了 ( 冤 ) 是 变 号 画 数 。 

定 久 4 设 沪 数 依 ,Cn 一 上 是 连续 可 微 的 ; 则 VC) 按 方程 组 (1) 
对 肘 间 的 全 导 娄 定义 为 

Ee 机 和 六 (六 (zw) = (gradV ,Ff (%)), (2) 
其 中 性, 旭 表 示 向 量 王 和 和 恒 的 内 积 。 

下 面 , 给 出 函数 下 (和 ) 是 定 正 的 几 个 判别 法 。 

= 了 2 日 


判别 法 1 二 次 创下 (w) = wTAX = (A ,人 w) 定 正 的 充 要 条 媳 是 ， 
44 的 所 有 主子 式 是 正 的 ; 即 


is 
al ea (天 二 12 入)。 (3) 
人 
在 介绍 第 二 个 判别 法 之 前 , 先 引进 一 个 到 奖 表 数 的 概念 。 
定义 5 若 函 数 4:50, 互 ]-> 关 + 是 连续 的 ;4(0) =0 县 在 区 间 [59， 
五 ] 上 是 严格 单调 增加 的 * 则 称 函 数 EC 六 是 天 类 函数 ， 
判别 法 2 满足 F(0)=0 的 函数 了 (%) 是 定 正 函数 的 充 槛 条 性 
为 :存在 玉 类 通 数 a(7) ,使 得 对 于 一 切 wE Ce， 成立 
Vir) >a(dswi), (4) 
证 ”充分 福 显 然 ， 下 证 必要 性 ， 
设 VY{w) 是 定 正 务 数 , 作 图 数 4"(7) 如 下 : 
artr}= inf Tu)。 


re ellHH 
显然 函数 2*C7) 在 [0, 昌 J 上 连续 ，0*(0) = 0 朋 当 太后 时 ， 人 (11) 革 
Br) Vm Saall) (vereCn). | 
下 面 我 们 来 构造 西数 se(z)， 合 之 满足 严格 单调 条件、 置 五 = 
a*(H), 有 8 


sup ti ‘ ga), 


则 单调 下 降 ; 且 当 wz-=0 时 rs->0( 见 图 9,7)。 


置 
Ek 
A . 入 十 本 
多 一 扩 。 rE ”1] 
atry 好 下 上 十 Fn Fat 《 1 Ex 万 上 HL 的 下 生 
{R= 1,2,."*) 
站， 一 日， 


则 a(7) 是 所 要 求 的 下 奖 函 数 , 当 亿 ELa 时 ;成 立 
VIR) a )., 


调 1 问 : 男 数 V(w2) = 烛 + 品 是 否 一 定 是 定 正 区 数 ? 
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| 


图 9.7 


问答 是 ;不 一 定 。 事实 上 ， 当 入 三 22 时 ， VY(z ,B= 好 十 氏 是 定 正 
曾 数 ,但 对 于 2=3,V(p,V2y23) = 吾 十 江 就 只 是 常 正 梢 数 而 不 是 定 正 


的 ,内 为 存在 (0,0, 中 郑 0( 当 40 时 ) 合 (0,0,0) =0, 


此 外 要 注意 的 症 , 关 于 定 正 函 数 阅 (e) ,只 要 求 在 区 域 Cr 上 定 正 ， 


并 不 要 求 在 全 空间 R" 上 除 奈 点 C 外 处 处 为 正 ， 
全 2 #=2,V(2)= 人 + 域 一 (从 十 矶 2. 


痪 数 和) 在 il|<1 内 是 定 正 的 ,但 并 非 在 总 : 中 处 处 为 正 。 


判别 法 8 设 
Vr) = Wm} Fw), 
其 中 胞 (9) 是 大 次 齐 次 画 数 ， 即 HtAR) = WztW)。 又 
wr) = 0 (E00 时 ), 
若 ( 渤 ) 是 定 正 郊 数 , 则 玉 (w) 也 是 定 正和 的， 
证 设 wr(%) 是 定 正 阴 数 , 轩 
342 = min ur(%)>0, 
则 


HitW)= (> 了 人 
本 | 
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根据 假设 
WT}=00 RE (MII0), 
对 于 任何 e> 0 存在 6(8) 半 0, 合 得 当 0< 之 人 二 6 时 ,有 
Iw ee 乱 
特别 地 对 于 := /2 半 0, 存 在 56>0; 当 0< 计 :<8 时 :大 


Vw) 六 2 各) v(m) | mY lw 


又 了 (0) =0。 因 此 ;Vw) 是 定 正 的 . 
现在 我 们 玉 说 明定 正 沙 数 的 几何 意义 ， 


下 理 设 于 获 ,Cx 一 R+ 是 定 正 的 , 则 当 C>0 充分 小 时 ,V(x 
= 中 必 有 一 个 包 力 原 点 的 闭 砷 面 分 文 * 并 且 当 C->0 时 ， 这 族 闭 曲面 


上 收缩 到 原点 。 
证 置 


交 ， 


二 、 地 雅 普 诺 去 直接 方法 的 基本 定理 


m= minY (x})>0, 
Tzll=H 


下 证 !: 浴 0<C<Mm, 则 六 ( 放 )=C 中 必 
有 包围 原点 的 闭 曲 而 的 分 文 。 

事实 上 ,如 图 9.8。 选取 点 了 PE 
1 多 = 五 }, 设 荆 是 连结 并 点 侣 与 了 
点 的 任意 连 继 曲线 , 则 下 (9) = 0< 必 ， 
Vt) 宇 WH>C,V(x) 在 曲线 工 上 连 
绕 , 租 据 连 续 函 数 的 介 全 定理 ,必定 在 
在 点 @EL， 使 得 玉 (@) -C， 即 工 必定 与 井 面 站 (zy = 人 C 的 一 支 相 


在 介绍 李 雅 普 诸 夫 直 楼 方法 的 基本 定理 之 前 ， 先 说 明 一 下 李 菲 营 


诺 夫 直接 方法 的 基本 思想 ， 
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研究 零 解 的 稳定 性 ， 就 是 讨论 机 空间 中 原点 附近 的 辆 钱 基 怎样 随 
着 时 间 的 变化 而 变化 的 ? ”原点 附近 的 轨 线 是 趋向 于 原点 还 是 远离 原 
点 ? 如 和 何 判断 这 一 点 ? 

对 于 一 维和 情形 的 帮 辑 线 2 人 ,只 要 度量 点 2( 和 ) 到 际 点 的 距离 就 可 
以 了 解 稳定 与 否 ! 帮 于 ”维和 情形 ;可 以 用 向 量 交 (四 的 范 数 | w(t) i 作为 
判断 的 标准 ， . 

利用 范 数 .%(f) 采 判 断想 加 线 wtf) 赵 于 原点 的 实质 是 什么 ? 从 
几何 工 看 ::m1=CIC> 0 有) 赤 示 一 族 同 心 球 而 ,每 一 个 球面 对 应 一 个 了 
值 , 即 它 的 半径 ， 这 些 球 一 个 夸 一 个 ,外 面 球 丁 的 忆 慎 比 明 面 球面 所 对 
应 前 己 值 大 ,从 外 到 内 ;数位 忆 减少 到 零 ， 在 每 一 月 时 ,w(t) 的 数值 
上 友 喘 出 相 罗 钱 史 ( 四 正在 穿 过 哪 一 个 球面 ， 因 此 :如果 ' 完 ()1 作 为 1 的 
乔 数 是 单调 下 降 的 , 巾 反 配 相 斩 线 的 穿 向 是 由 外 到 内 ,如 果 允 ( 六 | 趋向 
于 零 , 就 反映 丁 相 轨 线 趋 于 并 点 。 但 是 ， ww( 四 一 般 是 未 知 的 ;因此 用 范 
数 ;%(C)! 洒 反映 相 胃 线 的 穿 癌 油 到 了 困难 ， ~ 

李 雅 普 讲 夫 直接 方法 的 慧 本 妃 想 在 于 ,用 一 个 适当 的 六 函数 去 建 
立 一 族 闭 由 画 六 ( 完 )=C: 柑 当 了 对 前 面 讲 的 一 族 同 心 球面 12 = 心 利 用 它 
来 研究 布 记 线 的 穿 向 动态 。 由 于 了 函数 可 以 选择 ,六 (2)= 亿 可 以 基 比 
较 广 泛 的 包 甸 原点 的 闭 曲面 ,因此 具有 灵活 性 ， 

现在 我 们 六 考察 如 何 用 六 阔 数 研究 零 解 的 稳定 , 渐 近 稳定 及 不 稳 
定性 。 为 了 证 明 方 程 组 (1) 的 零 解 是 稳定 的 ,应 当 取 一 个 责 数 天 (他 )， 
使 得 (zz)=C 能 够 表示 为 包含 原点 的 一 族 闵 曲面 ， 而 外 面 欧 闭 曲 面 
的 C 得 比 里 面前 大 :不妨 设 下 (0) =0。 另 一 方面 ,把 机 辑 线 2( 纪 代入 
函数 上 得 到 了 的 商 狐 了 (人 () 它 反观 了 在 二 时 刻 相 吉 线 经 过 郭 一 个 
闭 晶 面 ， 地 果 下 (w( 站 ) 古 二 的 单调 减少 函数 且 趋 向 于 零 ， 也 就 证 明了 
w{ 四 由 外 向 内 穿 过 闭 易 硬 侧 殉 于 平衡 位 置 ， 即 平衡 位 置 是 渐 近 稳定 的 
{网 图 9.9)， 

邵 果 六 ( 交 (四) 至 少 不 增 灿 ; 那 末 相 胃 钱 风 ( 力 就 不 会 越 册 初始 的 那 
个 阿 曲面 F( 人 和) = (E(t)) ,因此 ,初始 时 刻 与 平衡 位 置 充分 接近 的 相 
雪线 仍然 在 平衡 位 置 的 诗 近 , 即 平衡 位 置 是 稳定 的 ， 

为 了 研究 不 稳定 现象 ， 仍然 可 以 用 同 祥 的 方法 .最 简单 的 方法 就 
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RY 


Vix)=t Vix]=0 

[i 
Vixij= cs Vat 
Va= C3 


| 
FL 区 + 一 : 
| " ” 人 . x 


【el Des Sey) 
{ol esc er) 


图 9.9 图 9,10 


是 仍旧 用 上 面 的 一 族 曲 面 ,而 沿 瑚 轨 线 Y%( 的 ;让 函数 的 数值 了 (和 (六 ) 
不 断 增 长 。 但 是 ， 不 稳定 性 只 要 求 在 平衡 位 置 的 任意 邻近 存在 远离 平 
衡 位 置 的 相 轨 线 , 而 不 又 求 所 有 的 相 轨 线 都 远离 原点 ， 因 此 ,只 要 在 原 
点 邻近 的 一 部 分 区 域 中 建立 一 族 曲 而 〔 图 9.10)。 如 果 在 原点 任意 近 
处 存在 相 雪 线 2( 昌 停留 在 这 个 区 域 中 (2 人 不 其 增加 ， 则 平衡 位 
置 古 不 称 定 的 。 

综 上 所 述 ， 可 以 用 一 族 曲 面 了 (xz) =C 在 相 空 间 中 建立 一 种 广 义 
的 尺度 ,用 它 去 康 重 相 较 线 与 原点 的 位 置 关系 ,去 研究 相 轨 线 的 走向 。 

上 述 思 想 的 分 析 表 示 , 就 是 自治 系统 (1) 的 下 述 几 个 李 雅 普 庄 夫 基 
本 定理 ， 

定理 1 如 果 对 于 微分 方程 组 (1)， 存 在 一 个 定 正 的 函数 六 (%》， 


使 得 它 按 方程 组 (1) 对 时 间 的 全 导数 人 3 是 常 负 的 ， 则 《1) 的 堆 解 


多 =0 是 稳定 的 ，。 
证 设 V(x) 是 定 正 函 数 ， 根据 判别 法 2", 存 在 一 个 五 类 遂 数 
ez) ,使 得 对 一 切 ECa, 有 
Vw)>a(lwj). 
函数 (ww) 在 w=0 处 连续 ,因此 ， 对 于 任意 给 定 的 a，0<<e<< 玉 
(4(8) 汪 0) ,在 在 6= 5)>9, 使 得 当 1 Po1<6 时 ,成 立 
. Vw) <GCCe)y。 
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当 性 之 8 时 ,方程 组 (1 本 太太 , 交 0) 为 初 值 的 解 守 (1) = 和 半 (加 
Yo) 满 足 


-和 YeszoD)<0， 


有 从 而 
GOR EV RA EV Ht) = m0) Ae), 
由 于 Qt7) 是 玉 类 函数 ;有 
Plo Wo) eH (tt), 
县 零 解 区 = 人 是 稳定 的 。 
定理 2 如 果 对 于 微分 方程 组 {1) ;存在 "个 定 正 的 函数 下 (%) ,使 


得 它 按 方程 组 (1 对 时 间 的 全 导数 筷 - 是 定 负 的 ,出 方程 组 (1) 的 堆 解 


完 =0 是 洒 近 稳 息 的 。 
证 根据 定理 ft 方程 组 (IT 的 零 解 是 稳定 的 。 需 权证 明 的 是 ， 对 
于 某 个 适当 的 9 0, 对 任意 e> 0 存在 了 >0， 使 得 当 1xo| < 时 ,对 
一 功 上 吉 + 全 ,有 
|e ytos we) <e, 


设 V(%) 和 ~- 是 定 正 的 函数 ， 根 据 判别 3, 存在 两 个 及 关 
沙 数 4(7) ,8 入 ,使 得 


Vgallei), YY 


df tw) Br) (VEECr), 


对 于 任意 0 生生 五 ,让 于 0>0) 当 ;< 时 ,有 
V iw) <<ate) atH), 
置 
T= Te) =) (9), 
现存 证 明 对 于 碳 宇 0) 涛 'Woi < 过 9 时, 解 人 针 (fyo;W0) 在 1 如 + 了 时 
适合 
rettstos To | <ie, 
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先 证 : 驹 于 | 和 ij<g 存在 大 GE[ 丰 加 十 王 计 得 (和 
5。 事 实 上 ,假定 对 于 一 切 tETioyto+ 了 J], 有 和 (村 训 Yo) 六 8, 则 
OAacd) a | ett Wo) | EV R(t, , Wo)) 
_ : dV (gtisto ,wo)) 
=V (xo) :| He 9 dt 


SV (go) -| Bb mt ste, eo) 


< V(rn) -| pidyde, 
当 #= 机 + 了 时 ,得 到 
0<V x) — Td) = VE) aH)<0, 
这 症 不 可 能 的 。 因 此 ,当世 时 
ol to To) DEV RI WO EV CR sto, Wo)) Ale). 
根据 a(7) 是 天 类 对 数 ,得 到 
Iw to mR) eH (tt*), 
即 - wtsto, Ko) es (tf + TT), 
从 而 lm wisto, go) = 0. 


在 前 面 人 再 个 定理 中 ,y 玉 数 通过 方 各 组 ( 1 对 于 弛 1 全 导数 加 是 一 


个 重要 的 概念 。 我 们 知道 ,V(%w) =C 是 空间 的 则 面 ,和 方程 组 (1) 没 有 
关系 ;VF (4) 本 来 只 是 各 的 多 元 函数 ， 不 能 对 求全 导数 ,只 有 代入 相 
轨 线 妈 ( 人 以 后 , (2 人 有 ) 反 全 0 VY 的 数值 ,才能 研 


究 相 雪线 上 站 的 数值 的 变化 率 -9 因此 ;9 证- 上 拖 静 赴 的 苗 而 和 运动 


的 棚 轨 线 巧妙 地 联系 起 来 了 。 这 是 李 雅 普 诺 夫 直 接 方法 的 实质 所 在 。 
再 玉 考 察 -2》 定 负 的 几何 意义 ， 因 为 


EE - ‘(grad V ,fCw(t))), 


Cana 天 人 Ca 全 :有 
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示 丰 贺 钱 在 时 刻 上 时 所 在 点 处 的 切身 量 ， 当 . (人 < 一 0 导 ，gradT 


与 了 (w(t)) 的 夹 角 是 钝 角 ， 因 此 相 秀 线 2(t》 从 包 国 原点 的 闭 曲面 
8(z) = C 的 外 部 穿 进 内 部 ,起 后 起 于 际 点 (图 8.11). 

下 面 用 了 两 数 讨论 堆 解 的 不 稳定 性 、 设 全 07 = {IVY(w)>>0， 
wECa} Os fm 2 一 9 


grad EF 


图 9,11 图 3.12 


定 还 3 车 对 二 微分 方程 组 (2), 存在 表 数 下 ( 光 ) 洲 足 
(1) 对 一 切 5>0， 和 yo 


(2) 1 按 方程 组 (1 对 站 的 全 导数 评定 正 。 


则 方程 组 51) 的 等 解 宅 =0 大 不 稳定 的 。 
证 ”对 于 任意 的 5>0, 园 联 
wr EV ON O,, 
设 训 ( 拉 = 交 (ts) 表示 t= 本 时 从 宛 = wi? 出 发 的 相思 线 ( 图 9,12)， 
下 证 ， 总 存在 菜 个 时 刻 开 写 霹 ,使 得 
‘wt*) >H. 
用 反 证 法 。 假 定 对 于 一 刘 t 丰 ,有 
iw{t) iH, 
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根据 了 (z) 在 %= 9 处 的 连续 性 ,对 于 下 (go; )>0, 存 在 4>0， 合 得当 
ji<4 时 ,有 


: 和 
因此 , 相 胃 线 汉人 位 于 环 域 
和 < wt 和 吾 (tt,) 
之 中 。 置 
: i QT 和 ) 
RD di > 0 


由 (第 人们 ) > 得 到 


(站 (十 Pr 二 和 )， 
与 下 人 2) 在 4 王 , 汉 i 安 卫 中 有 界 矛 质 。 
下 面 再 介绍 一 个 关于 用 六 函数 判罚 渐 近 稳定 性 的 娃 东 ,其 中 要 忆 
到 正 半 胃 的 概念 。 
- 害 吧 6 雪线 (4; 如 ,wo) 中 tf>f, 的 部 分 , 称 为 正 半 拉 ， 
定理 4# 《 训 控 索 尖 斯 斥 - 巴 尔 巴 辛 EpaconcgHii Baponma6) 对 


于 自治 系统 -9 = 了 (w)， 关 存在 定 正 画 数 了 (z)， 使 二 常 负 ， 具 


集合 | “| -47-(z) = 0,%E Ca | 不 包含 方程 组 的 非 零 正 半 饥 , 则 零 解 直 


渐 近 稳定 的 。 


证 “由 于 (zw) 定 正 ， 和 C(w) 为 常 负 , 根据 定理 1 知 零 解 是 稳定 


的 ， 
在 CE 内 作 闭 上 曲面 VC(%)》=c>>9， 兄 图 39,13。 (内 要 取 (0<z< 
,其 中 = infV(wy, 


Ht 


”因为 VF(w}) 在 =0 处 连续 ;所 以 对 村 cc>0， 存 亦 0>0 ， 使 得 当 
1% 时 ,有 Vw) <e, 


现在 考 刀 "wo1<6 的 斩 线 名 (0,We) = 让 (让 ,首先 证 有 明 加 线 于 (全 
338." 


图 9,13 


在 [9, + coY 上 存在 。 
事实 上 :假定 双人 (在 [0,8) 上 存在 ,8 一 + co 由 饱和 解 的 端点 性 质 
知 ,存在 3>0 当 EE(8- 占 ,8) 时 ,雪线 多 (四 区 有 界 闭 域 万 门 娓 ， 但 
是 9 所 0 记忆 
VCD EV RY) ee, (0), 
即 
wD = {rwIV me (0). 
这 就 得 矛 后 | 
下 面 证 明 ， lim wit) =0, 
假定 lim w( 力 关 0, 由 于 多 (及 看 界 , 所 以 存在 数列 1 加 一 上 cc， 


证 w(t) 一 ww?* 关 0 
设 较 钱 凡 ( 让 = 交 (0,w*) (EDO0, 十 09)) ,根据 自 涪 系 统 解 的 性 质 
wist tri, Wo) = ET0, Wt) ), 
并 利用 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 ,得 到 . 
lm wf +t) = lm wlrsd,%{t)) = WT0, VW*) = {rT), 
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dV (gti) 


NN CE)) 0, 
网 2 人 dt 


:中 » 所 以 
li 下 (at = 和 
让 全 中 cm 


存在 , 即 
nmV{awd, +r)) = V., 


剂 用 Te 连续， 人 一 02-eo) ,我们 有 
下 (Cr 一下， TELO, + 0), 
因此 ;有 


dy 
PD} =0, 1E[0,co)， 


即 非 零 正 半 委 世 (有 十 呈 -= 0 |}, 得 到 矛 夺 . 


注 “克拉 索 夫 斯 蕾 -巴尔 巴 辛 定理 对 于 非 目 治 系统 一 般 不 成 立 . 例 
如 ,考虑 数量 方程 


只 - -ape， 


其 中 p(t)>0,tEL0, + oo), 导 |” pl)dt<+co。 村 
V(r} = ws 


它 是 定 正 画 数 ， 且 -9- = -2p(t)e*<0。 此 外 
{z= 叶 ={w= 9 不 包含 非 零 的 正 半 轨 。 


但 是 , 解 et0,oo) = zue ?Np0 。。( 当 i +costo 舌 0 时)。 


三 、 一 次 近似 理论 
对 于 非 线性 微分 方程 组 (1) ,我 们 可 以 用 李 雅 普 诺 夫 直 接 方 法 来 研 
究 它 的 零 解 的 稳定 性 ， 但 是 构造 裕 雅 普 诺 夫 函 数 至 今 还 设 有 一 个 一 般 
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的 方法 。 鸡 于 线 伺 系统 


dz - 
AY, (5) 


可 以 根据 维 阵 4 的 特征 和合 的 分 布 ; 来 判别 其 零 解 稳定 性 ， 这 是 个 代数 
判别 韵 方 法 ， 人 们 自然 地 想 ,如 计 将 非 线性 方程 组 (1) * 线 性 化 ”， 即 当 
了 (WC) 可 以 在 光 = 0 附近 展开 成 
FE)= Ar + yg), gr) = 和 省 
即 (1》 变 成 为 党 = A ig(r) 《6》 
时 ,能 否 根 据 对 应 的 “线性 化 ? 指 方 组 程 (5) 的 党 解 稳定 性 的 信息 ,来 扒 
新 非 线性 方程 组 (1) 的 零 解 稳定 性 昵 ? 通常 称 (15) 为 (1) 的 一 决 过 似 方 
在 组 。 在 一 般 铺 沈 下 ， 线 性 系统 与 非 线性 系统 的 解 的 性 质 是 有 本 质 区 
别 的 ,我 们 看 一 个 例子 ， 
例 $ 尘 察 微分 方程 
de _ 
dr La 
如 果 初 值 ro>>0 则 上 述 方 程 满足 初始 条 件 z(t0) = wo 的 解 为 


Ee 
VOT 


它 的 最 大 存在 区 间 是 ( - co，- 二 -+ 加 )。 由 于 解 并 不 在 整个 无 穷 区 间 


To 


tt 加 上 存在 ， 因 此， 它 的 堆 解 是 不 稳定 的 。 但 是 这 个 方程 的 一 次 近 朴 
方程 
等 - 0， 
显然 , 它 的 零 解 是 稳定 的 ,此 例 中 ,4=0 具有 零 特 征 值 , 这 时 从 一 次 近 
似 方 程 的 截 解 的 稳定 性 ， 不 能 判别 原 铭 非 线性 方程 的 零 解 的 隐 定 性 。 
但 在 应 用 中 ,很 多 场合 下 可 以 应 用 一 次 近似 米 进 行 状 别 , 下 面 介绍 一 次 
近似 的 理论 。 | | 
定理 5 设 函 数 占 ， Ca 一 R* 是 连续 的 , 且 满 足 
"B41 *， 


gv)=00w1) ( 当 1w|->0 时 )， (7) 
垦 果 一 次 近似 方程 组 (5) 的 有 零 解 是 渐 近 稳定 的 * 那 末 原 方程 组 (6) 的 堆 
解 也 是 渐 近 稳定 的 

证 一 次 近似 线性 方程 组 (5) 的 零 解 浙 近 稳定 ， 等 价 于 矩阵 妃 吓 
稳定 上阵, 即 它 的 所 有 特征 值 都 具有 负 实 部 ; 
. Re A(A}<<0. 
这 时 ,存在 正 的 常数 M 和 a, 使 得 

“ete eatrt， (to), (8) 

根据 常数 变易 公式 ,方程 组 C6) 的 解 w(#) 可 以 让 示 为 
TE = ed wt) + { edu-agtatsy ds, 
利用 (8) ,我 们 得 到 当 tt 时,w( 让 适合 
‘wDNEM wie m+ M ee ds。 
根据 条 件 (7), 对 于 给 定 的 正 数 2,0<e 达 ga, 在 在 0<5< 吾 ,使 得 当 | 作 | 
< 时 ,成 立 
[gw) le,m /MM 
因由 ;如 果 |w(} | 之 5, 那 末 上 只要-w(2) 1 过 6, 则 我 们 有 
wosM le e-em re eee-nfwcs) dds, 
将 t 换 成 f+ 刀 , 得 到 
[et ti) lSMIedt e+ ef e-“t-n|w(s+t) lds, 
即 
er ti SM wo) + el elwts+idhds. 


应 用 格 朗 玩 名 不等式, 得 

erigwtt+t) eM io) Ne, 
或 者 ,只 要 |2 (的 < 二 6, 就 有 

Iw Moweto) le tee (9) 
选取 引 达 BB/ 对, 则 当 初 信人 (0)) 过 6 时; 解 侈 (四 在 [to, + oo} 上 看 在 ， 
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旨 遂 合 (9)。 
下 析 谤 明 当 刀 私 i++ co 时 :方程 组 (6 约 解 w( 六 始终 满足 不 等 式 
la M6. (10) 
于 实 二 ,假定 不 成 立 , 则 在 在 蘑 个 时 刻 上 沁 册 ,使 得 当主 所 f< 让 时 
wn Me 
成 立 ; 而 ! w(t) =6， 但 由 于 当 贞 志 1 达 时 ,不 等 式 (1 从 成 立 ， 因 此 适 
会 估计 式 (9), 于 是 在 (9) 式 中 令 1=>t, 得 到 
6= w(t ) M6.<6. 
这 是 牙 逢 。 因 此 ,对 于 一 切 tto, R00) lM6 <5. 
.下面 我 们 考 丰 妇 的 一 个 特征 值 具有 正 实 部 的 情形 ， 
定理 6 设 凡 是 郑 X 天 阶 非 奇异 矩阵 ,至 少 有 一 个 特征 值 具有 正 实 
部 。 画 数 乡 ， Ca 一 下 "是 连续 的 ,日 满足 
gw = 人 [人 1) ( 当 iiwi- 玉 0 时 >》， 
则 微分 方程 给 (6) 的 疏解 是 不 稳定 的 ， 
证 不 妨 假 设 Re tA4) 壮 0， 根据 线性 代数 的 理论 ,存在 非 奇 异 阵 
工 ,使 得 
TAT = diag(t A,, A,), 
其 中 ReAltA) <0, ReAtA,)>0. 
对 微分 方程 组 (6)? 进 行 线 性 变换 
w= Ty, 
得 到 


并 =T"ATy+o Ty) = dagtA, Ay + Tg Ty). 


由 于 TT) = 600 和 2 【当时 ) ;所 以 不 失 一 般 性 ,可 设 
.4 人 diag(4,,4.)，- 


根据 下 一 段 四 中 引 理 ;存在 正定 、 对 称 矩 阵 B; 和 B, 分 别 满足 算 
阵 方程 
BB, + BA= 一 二 
《一 A B, + B, 一 个) 一 一 了 
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其 中 天 和 瑟 都 呈 单 位 阵 , 共 阶 效 分 别 和 短 阵 4 和 4 相同 。 
作 李 和 雅 普 诺 示 函数 : 


V(r) = -HTB + wT Bw, 
其 中 必 =(  ),# 入 的 维 数 分 别 和 短 降 B,,B, 的 阶 数 相 同 。 显 然 
对 于 任意 的 6>0, Os fy 之 0) 是 非 空 的 , 且 


dx (5) (2 a) (| 
一 一 一 血 一 十 . 
d w OAs/\w gat) 
因此 ;,F(w) 关 于 方程 组 66) 对 于 时 间 上 的 全 导数 为 
-ee) | = Bu- HBit wr Bw+w' Bw 


= -HTCATIB + BADEt wlAIB, + BA dw 
~ 2 opPut? grBw 

=HTHU+ WTW+2 中 了 五 好 

=wIE ow 3), 


根据 定 正 西数 的 判 刚 法 3， -dz | 是 定 正 的 .根据 $2 的 定理 3 


知 , 方 程 组 (6) 的 零 解 是 不 稳定 的 。 

根据 定理 1 ， 用 一 次 近似 理论 判别 非 线 性 方程 组 的 零钱 的 渐 近 稳 
冠 性 问题 ,归结 为 判别 矩 阵 4 是 否 为 约定 阵 , 即 判别 是 区 有 Re4(4) 
<0 的 问题 。 和 4 前 特征 信 是 特征 方程 


Ia7 -Al=0 {11) 
前 委 ， 方 程 (11) 是 一 个 1 的 2 次 代数 方程 
FOAY= A taAT lt = D, 12) 


我 们 知道 ， 高 次 代数 方程 的 求 根 是 个 困难 的 问题 ， 对 于 一 般 矩 阵 和 4， 
虽然 可 用 数 信 计 算 方 法 计算 ， 但 粮 麻烦 ， 由 于 我 们 只 需要 知道 是 否 有 
Re4(A4)<0, 而 并 不 需要 知道 1(A4) 的 确切 数值 .因此 ,在 应用 中 , 当 有 4 的 
阶 数 坟 不 高 时 ;可 天 用 下 面 介 绍 的 劳 斯 - 界 尔 维 获 (Routh-Hurwitz) 判 
据 ， 对 于 代数 方程 (12) ,可 根据 多 项 式 了 (4) 的 系数 构成 一 个 稚 尔 维 茂 
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给 阵 


{9 1 0 0 
ds da 1 0 | 
HA (13) 
0 OO ee ns -11! 
\O 0 0 a, | 
它 的 各 和 阶 主子 式 为 : 
| a 1 | 2 1 0 
和 := 只:=| | As=| aa Ca Hl | 
Ga ia 12。 A, Qs 
ere ， =A 其 中 当 k>71,4p=0 (14) 


定理 7 实 系 数 的 代数 方程 (12) 的 所 有 根 都 共有 负 实 部 的 充 要 条 
件 是 : 震 尔 维 蔬 矩 阵 (13) 的 一 其 实 子 式 。 
A>0E=1,2,. 地)。 (15) 
条 件 (15)? 通 常 称 为 劳 斯 - 直 尔 维 区 条件， 
定理 7 的 详细 证 明 可 参看 [1J。 
应 用 劳 斯 - 霍 尔 维 芯 判 所 ,得 到 实 系 数 二 次 方程 
下 2 十 从 让 十 人 下 
的 根 都 上 共有 负 实 部 的 充 要 条 人 忻 是 
di>0, 0 
实 系数 的 三 次 代数 方程 和 a+a4i 和 天 +ba4d+ 辐 =0 的 一 切 根 都 具有 负 
实 部 的 充 下 条 性 是 
di DG 0,00— > 0, 
实 系 数 的 四 次 代 儿 方程 A 和 二 Go 车 A+ =0 的 一 切 各 都 
最 有 人 负 实 部 的 充 要 条 件 是 


人 Uta ds 0, GafG91Ga — G3) 一 区 Co 0, 0 


相 、 李 雅 普 诺 夫 务 数 的 构造 
从 第 三 段 我 们 知道 ， 用 李 获 普 诺 江 直 按 方 法 解决 微分 方程 的 稳定 
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任 问 题 , 关 刍 在 于 作出 得当 的 李 雅 普 诺 夫 函数 ,从 而 得 到 保证 系统 的 平 
衡 位 置 稳定 性 的 条 人 性 ,当然 最 好 是 得 到 系统 稳定 性 的 充 要 条件 。 但 是 ， 
对 于 一 般 的 非 虐 性 常 微分 方程 ， 目 前 还 没有 和 构造 李 雅 普 诺 夫 函数 的 一 
般 方 法 . 这 里 ,对 于 若干 特殊 请 形 , 介 绍 一 些 出 较 实 用 的 构造 李 雅 普 诺 
尖 函 数 的 方法 。 现 在 我 们 从 最 简单 的 类 型 谈 起 。 

(一 ) 二 次 型 李 雅 普 诺 拓 郴 数 和 字 雅 普 诺 夫 方 各 

考察 线性 党 系数 微分 方程 组 (5), 即 


dm _ 
EA 
先 介 绍 一 个 引 理 ， 
引 理 “ 设 么 是 2x%# 阶 抵 阵 ， 则 对 于 每 一 个 正定 .对称 降 C( 记 为 
C> 0)， 和 矩阵 方程 


ATB+BA= -©C 《16) 
有 正定 ,对称 解 8 的 完 要 条 性 是 : 
ReA(tA)<O, ‘17) 


证 ”必要 性 , 设 存在 正定 阵 BB,BT = B, 使 得 
ATB+BA=-C {C>0), 
我 们 选取 一 个 二 次 型 作为 了 函数 , 即 
Vixw)y= wT Be, 
它 是 定 正 沙 数 。V(w) 按 方程 组 (5) 对 +t 的 全 导数 


dy 
二 lisy 


到 Bw + wrB fe = (tA)ITHER+ EI BA 
-wi(ATB+ BAW= -WICE 
是 定 负 的。 稻 据 3 2 的 定理 2, 方 程 组 (5) 的 零 解 沁 =1 是 渐 近 稳定 的 ， 
对 于 线性 常 系数 方程 组 (5) ,这 等 价 于 
ReA(A)<O0. 
充分 性 , 设 Re(4)<0,C>0。 
置 


< 


B 一 {eCermdt, 
由 于 Rei({ 态 ) 过 0, 所 以 存在 常数 芋 二 0,&0, 使 得 


eatl se Ke (t=0), 
因此 ,成 立 
etCeal Mes (fz0,M>0,0>0), 
所以 ， 容 阵 BB 有 定义 。BT=B 是 暴 然 的 ,了 又 


ATB+ BA- (Are' "Ce +esuCet4)dt 
全 ” LT 
-人 -erCec)di 


= {et tCet)li"= -C, 
对 于 外 夭 0 ,和 所 并 "有 
mBR= 全 (LTredrtyC(teltm)di 


= 人 (ea4w) TCCeirw)di>0, 


所 以 如 是 正定 阵 . 

利用 上 述 下 理 ,可 得 以 下 关于 渐 近 稳定 的 充 委 条 件 。 

定理 8 线性 常 系数 微分 方 积 组 《5) 的 零 解 是 淘 近 多 定 的 充 要 条 
件 为 ， 存 在 连续 可 招 的 VV(%) 在 Cz 上 定义 ,V2) 定 正 且 9- 定 负 。 

引 理 中 的 矩阵 方程 (16) 通 常 称 为 李 狐 普 诺 夫 沪 得 。 上 面 介绍 的 通 
过 解 一 个 沧 雅 普 诺 夫 方程 (16) ， 构 造 出 二 次 理 的 李 雅 普 谱 尖 函数 的 方 
法 是 非常 有 用 的 ， 

例 4 用 地 雅 普 诺 夫 直 接 方法 研究 微分 方程 组 


dp - y+ 
| 下 一 3 有 
dy 
-a =—5%+ty— ty 


的 零 解 的 稳定 性 。 
和 解 ” 该 微分 方程 组 对 应 的 线性 系统 的 系数 矩阵 是 


9 有 47 。 


| 
= » 
一 了 了 
首先 求解 李 雅 普 诺 夫 方 各 
ATB+BA= -1, (18) 


其 宁 工 为 单位 阵 ， 设 对 称 阵 召 为 


2 四 
2 

百 

代入 方程 (18) ,得 到 
一 32 一 58 一 3 了 55 人 a+p (7 

( ut+b b+re 及 | —35-5e bte 上 小 
从 而 

-62—108= —1, 

a—20-5¢=0, 


20+2c= ~—1, 
它 的 解 为 


于 是 , 作 二 次 型 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 
Vw} = wr Br 


2 


wj 一 y+ 2 
它 是 定 正 函 数 , 旧 
= (oy) to dp + By do)my 
= — (w+) +o(e|), 
根据 定 正 西数 的 判 则 法 3 知 ， 鲜 六 是 定 负 的 。 因 此 ,根据 $2 的 定 吾 2， 


零 解 是 渐 近 稳定 的 。 
(二 ) 燃 比 法 
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类 出 法 是 对 非 线 性 系统 构造 李 雅 莹 诺 小 函数 的 一 种 有 效 的 方法 ， 
这 秘方 法 首先 求 出 扯 应 线性 系统 的 二 次 弄 李 雅 普 诺 夫 函 数 ， 然 后 对 非 
线性 系 绕 进 行 类 比 , 找 则 类 似 的 李 雅 普 放 大 画 数 ， 

从 上 而 的 讨论 可 看 出 ,如 果 我 们 选 下 六 耳 数 为 


本 Viwm}y= TBer, 19) 
要 求 护 方程 组 (1) 对 上 的 全 导数 为 
dV 
各， = WICE, 
贡 姑 阵 如 适合 矩 降 方 程 
ATBrBA=C, C20) 


例 5 设 f(0) =0; 研 究 函 数 了 (2) 在 什么 条 件 下 保证 
-fo) +by, 


ay p+ dy. (C21) 
的 堆 解 是 渐 近 稳定 的 。 
解 首先 若 察 与 上 述 非 线性 系统 相应 的 线性 系统 
YY- = 十 dy。 


根据 劳 因 - 填 尔 维 芯 判 据 ， 当 4+ 之 0,ad ~ be>0 时 , 钱 性 系统 的 堆 解 
十 渐 近 稳定 的 ， 
对 于 线性 系统 (22), 试 作 二 次 甫 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 
Vw) = TBE, 
使 得 
3 = 20+d tad- cr:= iTOR, 


| BB Bp 
解 给 阵 方程 4A*B+ BA=C， -| jg 8 人 
9 入 
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(75) 8 | 有 | ” 2 + dy tad — be) | 
pa (2 的 ( -( 0 0 | 


| 
2Ca8 + eh) = (atd) (ad he), 
DB t tard Tcp = 0 
2(28,+ ds) = 0. 
解 得 
B= (ad- bc) +d, 
B= -— ba, 
B=B, 
于 是 Vw, yp) = (Cad— Bow + Cdr — by)y’. {93) 


将 非 线 性 系统 (21) 与 线性 系统 (22) 类 夷 ,相当 于 用 六 82) 从 蔡 6。 
将 (23) 改 写成 
下 (zt = 24| as ds — Pew? + tas 一 总 2。 


于 是 由 类 比 取 函数 
Vio, =2d| f(s)ds- beer+ (dr by)’ 
作为 非 线性 系统 {21) 的 玉 表 数 ,计算 中 关于 (21) 对 寺前 全 导数 
天 =2df (ef) + by 2 beatf (wm) + byl+ 2(Cdy 
BacF (a) +t by + 2(d8— by — bce +t dy) 
(vO) FR) 7 2 
= 引 - 女 2 + | C 上 ， 
因此 , 当 函 数 Fe)? 滑 足 ; 


(i) 当 oz0 时 ,过 (2) +d<03 
《 王 ) 当 允 洋人 时 ,dv 2 be>0 


”8350， 


时 ,全 - 带 负 ,而 由 于 T(e， 扩 = df 2 sds- CO + (dr ~ by): 


> 2bcsds— bew+ Cdw — by)’ 
= (dr — by), 


所 以 ,V2, 胡 ) 定 正 ,此 外 ,显然 集合 {w| 名 =0 } 不 包 售 非 零 的 正 半 


委 , 因 此 ,根据 克拉 索 夫 斯 基 - 巴 尔 巴 辛 定理 , 非 线性 系统 (2 了 41) 的 零 解 是 
渐 近 稳定 的 ， 
例 6 设 了 (0)= Et(0) = 0, 研究 在 什么 条 件 下 ,方程 


2 
S8 + fo) P+ ar)=0 (24) 


的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ， 
解 到 忆 =z 得 
dr 
(gy 


dy __ _ 25) 
a gL) FLY, 


首先 对 于 相应 的 线性 系统 


da _ 
de 
(286) 
| -=o+dy. 
作出 二 次 型 的 让 函数 
Vw}y= Br, 
三 然 ，(26) 的 零 解 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 是 ，5<0，d<0。 若 要 求 


dr i 
-人 二 -| = dy, 解 短 阵 方程 


00 
4p+B4 -| ) 
od 


解 得 
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i 
因此 ， v= 3 crm + 3 y 
二 It cp)de + Ls, 
v0 全 
然后 进行 类 比 ， 比 较 (26) 和 (25), 相当 了 于 用 - gt) 代替 cz， 用 


- f(a) 代 迭 d, 于 是 找 出 非 线性 系统 的 函数 
Vy) = 二 gfeldz+- 工 3 
和 2 


VY (wm 和) 关于 方程 组 (25) 对 的 全 导数 为 
等 【的 一 ~ f(s) 
因此 ,车 4 关 9 时 ,zw8 0)>0, 量 了 (sw)>0, 则 上 述 玖 六 (z2, 扑 定 还 ， 其 


-入 | 是 常 负 的 ,而 集合 {w!- 统 -=0 | 不 包 合 非 零 的 正 半 委 ， 所 以 


(25) 的 零 解 是 浙 近 稳定 的 。 

(三 》 能 基 法 

恕 果 一 个 微 芬 方程 只 有 虹 确 的 力学 意义 ， 那 末 通 常 可 以 笃 出 系统 
的 总 的 机 械 能 作为 李 雅 兽 诺 类 函数 六 (ww) 如果 没有 姐 尼 ,; 册 根据 机 械 


能 守 全 定律 ,VC%) = 常数 ,于 是 -时 ==0, 得 到 零 解 是 稳定 的 如果 整个 


系统 有 阻尼 在 在 ， 这 整个 能 量 是 新 散 的 ， 机 械 能 将 转化 
成 热能 等 ， 这 时 的 中 -下 V 反映 出 能 量 的 恋 化 率 ， 出 此 容易 得 电 零 解 是 渐 
和 近 稳 定 的 充分 条 件 . 

怖 7 研究 无 阻尼 的 单 押运 动 方 程 ( 见 图 9,14) 


2 
Se + 与 _sinw=0 


de i 
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的 零 解 的 稳定 性 。 
解 用 能 量 法 构造 李 收 普 诺 夫 函 数 。 下 


_ ds 
性 =~: 得 到 , 


dy 


| 
dr bE 
4 
-= in 
系统 的 总 的 机械 能 为 图 39.14 


E= Fm + mg cos 2) = 常数 ， 


到 T(z2) = 二 (lg02+ WEI(T- cos5)，, 它 是 定 正 交 , 则 


dV 。 ra 有 _ 
-dr (mpg! sinw) 区 十 下 vy( 1 sing )=0, 


所 以 零 解 是 稳定 的 。 但 六 (oC VO) 二 Vtsoy90) ,所 以 堆 解 不 是 淅 近 
稳定 的 。 
例 8 设 了 (0) =g(0)=0， 用 能 二 法 作出 人 应 数 , 讨 论 方程 


+f (8) ge) =0 (27) 
的 零 解 的 稳定 性 ， 
解 方程 (27) 记 措 短 的 基 一 个 单位 质量 的 质点 ,在 非 线性 恢复 力 


S(2) 及 非 线性 阻尼 力 1《2) 作 用 下 的 运动 。 
置 9=2,(27) 化 成 等 价 的 微分 方程 组 


da 
区 (28) 
9 ~- -SCe)- ro)g。 
系统 的 总 的 机 械 能 为 


E= ly 下 g(tsyds, 
2 站 
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其 中 第 一 项 省 -表示 动能 ，| ”gCs)ds 表示 位 能 。 
选取 Vv, 9) = -+ 人 gtsyds, 则 
ar | 
df li 


由 些 可见, 著 对 函数 ra) 和 5(o) 才 条件 ， 
(i) 当 2 和 0 时 ,2S(2)>0 
《这 ) f(x)>0, 


= -fw 


划 堆 解 是 渐 近 稳定 的 (利用 训 拉 索 夫 斯 基 - 巴 隶 巴 辛 定理 )。 


《29) 


用 率 雅 普 诺 夫 函 数 解决 稳定 性 实际 问题 时 ， 可 能 会 得 出 各 种 不 同 


.的 充分 人 条件, 由 于 一 般 不 是 充 要 条 件 ,因此 总 有 改进 的 余地 。 


以 例 8 的 方程 (27) 为 例 , 如 果 不 是 作 变 换 2 = 入 化 为 (28)， 而 基 作 


林 纳 (Lisnard) 变 换 
y =6+ ftsyds, 
则 方程 428) 化 为 等 价 的 方程 组 


如 果 我 们 仍 用 闻 雅 普 庶 夫 函 数 
Vw,Y) = + 人 &fsyds， 
则 


dy 
df fs 人 


于 是 ,车 对 函数 tw) 和 g(w) 如 条 件 ; 
(i) 当 w 关 0 时 ,W808)>>03 


(过 ) 当 cz 天 0 亲 ,o| Feds>0， 
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= 一 有 (2》 人 7csas. 


(30) 


则 (30) 的 堆 解 是 新 近 稳 定 的 。 这 时 记得 的 条 件 ， 即 当 xz 关 10 寺 
of f(s)ds>0, 权 比 ftw}>0 能 ， 


五 、 变 量 分 次 型 的 棕 雅 普 诺 去 函数 


我 们 用 下 面 的 例子 ,研究 用 分 离 变 量 除 作 李 和 雅 普 诺 夫 本 数 ， 
例 9 设 六 (0) =&C0) = 0 讨论 在 什么 条 件 下 方程 
B+ RB + FIE(E)=0 {31) 
的 零 解 是 浙 近 稳定 的 ， 
解 ”与 (3 了 ) 等 价 的 系统 为 
种 -=9， 
| {32) 


dy _ _ 
a fa gy)— hy). 


我 们 作 和 分离 变 景 型 的 李 雅 普 诺 去 函 狐 
Vw y= Fs) + GY), 
F 按照 方程 组 (32) 对 于 的 全 导数 为 
dV 1 ev 
有 = Fm)Y ODT SD) + hk 
为 了 便于 判别 全/ -的 常 号 性 ,我 们 要 求 
ny -GAY FR EN) =0, 
即 
Fo) _ G' (Wg(Y) 
Fw) 多 ” 
两 边 应 是 常数 ,不 妨 取 为 1, 于 是 得 到 


Plo)= fds, G0 =| 
所 是 | 


dr | 
ln -BY). 


因此 ,根据 克拉 索 夫 斯 基 - 巴 尔 巴 辛 定理， 我 们 得 到 零 解 为 浙 近 稳定 曾 


充 务 条 性， 
(01) 当 交 关 0 时 ,ww) 0 


. 2 
Qi) 当 YF¥0N,YE(Y) > 0 > 0, lim gy) 。 


习题 


1。 试 用 构造 二 次 型 的 李 雅 芝 诺 志 函 圳 的 方法 ,证 明 让 3 三明 的 定理 二 


2， 下 列 命题 是 否 正确 ? ， 
“如 果 六 《7 是 定 正 函数 , 则 对 于 任何 YE0 PT? 人 


3 微分 方程 -3 = - z?, 以 (yzo) 为 初始 值 的 解 为 


ztt)= -T(z ,由 此 可 知 零 解 是 不 稳定 的 ， 另 一 方面 , 姐 果 选取 Vier) 


=ez， 则 矿 (z)>0, 全 -= -ssz: 定 负 。 根据 李 雅 普 诺 大 稳定 性 基本 定理 , 学 能 
是 渐 近 稳定 的 。 试 分 析 为 什么 会 得 到 子 盾 的 结果 。 
4. 对 于 微分 方程 组 
-等 - =y+sin 2 
- 圣 =ar+by, 


设 2 才 b, HC2+1)? 庆 4(8 一 0),b 声 一 1， | 
《1)》 判别 奇 点 介 ,0) 的 类 型 ; (2) 当 9,48 沪 何 值 时 , 零 解 渐 近 稳定 ? 用 李 雅 普 
诺 志方 法 和 疆 以 证 明 ;t3) 证 明 ! 如 果 堆 解 渐 近 稳定 , 风 不 存在 极限 环 。 
5。 用 次 近 要 生理 放 , 尖 则 “天 请 全 二 各 的 下 位 生生 生性 


《1) 下 =- =4—xy, 


dx 


{oy riety 
dr _ 
(8) 4 


肛 一 Sinf 世 十 到 7 


dz 


DY-D, 
(4) 4 

IY 

4 =U 2. 


6. 上 i 劳 斯 - 径 尔 维 欧 判 所 判别 , 实 参数 6 和 旦 为 问 值 时 ,下 列 方程 的 零 解 是 洁 


近 稳 定 的 ? 
(CD 2 139 入 +2 SF + oz 一 
02) 和 
(3) 邱 于 + 3 + 和 T+br=0 
(a) ot ,ue 十 站 二 位 。 


7。 炮弹 在 平 晶 的 弹道 上 的 洪 转 运动 方程 组 为 


2 
过 本 各 COS 一 24 季 - 党 sin w+ con- =eR sing, 


A ta( py sin ea eos rr-— eH 
用 一 次 近似 方法 河 别 零 解 的 稳定 性 ,其 中 届 ,6; 民 , 忆 ,n 都 是 常数 且 c 赤 
和 AeR, 

38。 对 于 微分 方 种 组 


dx 
dt 


cosa= eR sing cosy 


y+ = -r+ 0 +y, 


作出 二 次 型 的 六 务 数 ,判别 夫 解 的 稳定 性 . 
9。 对 于 微分 方程 组 
57 + 


dz - dy - = 
4 +f, dr crx+ Ry, TO = 0,a+d<0., 


用 类 比 法 作 六 函数 .研究 前 数 六 zx) 适合 什么 条 件 , 等 解 是 测 近 稳定 的 。 
109。 对 于 三 阶 微分 方程 
dix dix 


-二 十 阅 - 
I SH 


用 类 比 法 作出 入 函数 ,给 出 堆 解 浙 近 稳定 的 充分 条 件 。 
和。 对 于 微分 方程 


dr " J 
+ 天 -下 由 人 70， 


dd2x 国 
2 + fx) 一 0D, 


用 能 量 法 作 玉 商 数 ,研究 其 零 解 的 稳定 福 . 
12。 法 于 微分 方程 组 
dr 
-qr 
dy _ 四 
可) fH) 


= f(r) fry}, 


其 肌 sgn f(z) = sg ww 全 二 ,2,3,4), 用 分 离 变 量 法 作出 加 烈 , 讨论 特 解 的 和 灼 


”定性 ， 
13。 对 于 二 阶 微分 方程 


dar _ of dz = 

= fs, 时 -), f(0,0) =0， 

用 分 离 实 量 法 作出 玉 通 数 ,给 出 零 解 淆 近 稳 定 的 充分 条 件 . 
14。 对 于 微分 方程 弛 


fiz 


-本 =* 一 区 一 引 圭 总 十 到 


dy _ 9 
-at -7 2y+22+21Y;, 


- 芋 =- z+284z+z22 


人 1) 用 -一 次 近似 方法 判别 零 解 的 稳定 性 
{2) 作 二 次 型 的 大 函 煞 ,到 刚 零 解 的 稳定 性 ， 
15。 对 于 微分 方程 组 


* 和 澡 。 


dy , 
a 6xr-2Y; 


作 二 次 型 的 玉 函数 ,判别 零 拥 的 稳定 泪 ， 
18。 一 个 质点 在 非 线性 如 怪力 作用 下 的 运动 方程 为 


色 用 村 铁 葡 诺 天 间接 方法 讨论 平 策 位 置 z=0,x* = 0 的 稳定 性 
17。 对 手淫 分 方程 组 


下 
这- +rt, 和 学- = 区 于 0 


《1 能 否 用 一 次 近似 方法 判 届 零 解 的 稳定 性 ? 
(2) 用 机 (rz = 了 2 十 把 讨论 疏解 的 稳定 性 。 
T8。 对 于 微分 方程 组 


dr dy sr 
和 2Y 33 


作 二 次 型 的 天 本 数 ,判别 零 解 的 移 定 性 . 
19。 讨论 


0 +x, -外 = 区 二 0 二 


的 零 解 的 稳定 性 ， 
20。 对 于 第 分 方程 组 


dz _ 2 
-dt H+ ， 
- 牧 = -gz-68+za 


作 二 次 型 的 六 函数 , 状 唱 零 荐 的 稳定 性 
21。， 证 方 阵 4 的 一 切 竺 征 秆 适合 有 ReACD 之 -a<0; 方 阵 植 函数 (了) 在 [0， 


ww) 上 连续 ,县 18C01SK ,证 明 : 当 0<e< 了 Hk 时: 御 分 方程 组 
dx 
Sr tA+eB DI 


的 有 零 解 是 渐 近 稳定 的 ， 其 中 蜡 由 ed se "(i>0) 确 定 ， 
22， 验 证 定 焉 函数 的 判别 法 2° 的 证 要 中 ,作出 的 函数 afr) 是 玫 类 蚤 数 。 
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$4 飞机 自动 驾驶 仪 的 控制 问题 


一 、 飞 机 的 自动 驾驶 习 问题 


前 面 我 们 讨论 的 是 “在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 的 稳定 性 ”， 所 研究 的 
都 是 在 原点 的 充分 小 的 邻 域内 皂 线 的 性 和 态 。 丛 是 ,在 工程 技术 应 用 中 ， 
特别 在 自动 控制 系统 中 ， 控 制 系 统 元 件 的 非 线 性 在 较 大 的 护 动 下 必然 
会 产生 影响 ， 央 此 ， 在 应 用 中 不 但 要 考虑 在 相当 小 的 初始 往 善 下 运动 
的 性 态 , 而 且 需 要 研究 在 “性 意 的 初始 仿 益 ”下 运动 的 性 态 , 于 是 存在 
着 一 个 全 局 稳定 人 竹 问题。 下面 ， 我 们 以 飞机 的 航向 自动 芍 驶 仪 问题 为 
例如 以 说 明 ， 

图 9.15 是 一 让 飞 板 的 自动 驾 独 仪 的 结构 孙 意 图 为 了 清楚 起 见 ， 
机 件 都 放 在 税 体外 面 ， 假 设 飞 机 作 水 平 飞行 ,希望 保持 定向 航行 。 


L__L_ -天 _ 


围 9.15 
由 于 外 界 许 多 国 素 的 影响 ， 宙 身 的 轴线 与 指定 字 航 向 产 年 偏差 角 
节 。 游 将 飞机 的 必 能 转 过 一 全 3 角 * 则 由 于 馆 面 而 来 的 阻力 产生 关于 飞 
机 质心 的 力 帘 ， 可 以 消除 上 妆 角 的 信 差 。 飞 机 的 自动 驾 观 仪 就 是 自动 地 
完成 这 一 任务 的 ， 
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利用 同 转 仪 的 定向 特性 ,可 以 测 册 ,上 和 妆 , 然 后 把 这 些 作 为 信号 
输入 到 一 个 组 合 变换 器 中 ,进行 线性 组 合并 转化 为 电流 ,再 将 这 个 变化 
的 电流 通 入 一 个 电动 机 的 一 部 分 激 磁 绕组 中 去 。 电 动机 的 转动 ， 通 过 
一 个 减速 器 操纵 尾 舵 的 移动 ， 并 假定 有 一 个 反 悄 信号 输入 到 组 合 变换 
器 中 ， 

利用 动量 矩 定律 ， 飞 机 的 世 佣 可 以 近似 地 归结 为 满足 二 阶 线性 微 
分 方程 


Ts 有 = 6. (1) 
组 合 变 换 器 的 作用 是 使 电流 了 满足 
T=ayp+by+ces- ds, (2) 
设 尾 舵 的 作用 适合 方程 
$= pt), (3) 


其 中 9 是非 线 性 函数 , 它 反映 了 电动 机 的 特性 是 非 线 性 前 ， 并 且 适 
合 条 人 性， 
Tp(D)>0 ( 当 了 0 时 )， (4) 

笨 件 (4) 表 示 当 电流 了 为 正 向 时 ， 司 6 增 加 ， 当 了 为 反 向 时 ， 使 5 减 
少 。 由 于 pC 了 的 特 手 一 般 知 道 得 并 不 确切 ,而且 在 实际 工作 时 ， 其 特 
性 也 会 发 生变 化 ,因此 ;我 们 希望 只 利用 性 质 {4》 来 研究 调节 系统 的 稳 
定性 问题 。 

男 一 方面 , 册 和 于 飞机 在 飞行 中 记 允 到 的 干扰 难以 估计 ,扰动 的 量 不 
一 定 大 很 小 的 。 因 此 我 们 还 希望 ， 不 仅仅 研究 未 于 抗 运动 的 邻近 运动 
的 狂 质 ,而 且 多 许 初始 干 殷 值 很 天， 

将 飞机 骨 动 驾驶 仪 问题 所 讨论 的 方程 (1) 一 (3) 一 般 化 ， 就 要 讨论 
非 线 性 方程 组 


dw 
-这 = Ax + 85, 


dd 
dP0), (5) 
Ov= (CW pd, 


“ 361 。 


的 稳定 性 问题 ,其 中 妇 4 下 示 4%4x nn 阶 常 信人 奸 阵 ,b 和 ce 表示 天 X1 疝 基 ， 
CC, 到 ) 表 示 向 量 € 和 不 的 内 积 。 


二 、 全 高 渐 近 稳定 性 


现在 ,我 们 讨论 上 述 非 线性 方程 组 (5)，。 

这 里 ,系统 的 输出 量 多 经 过 测量 后 并 不 直接 作为 反馈 量 去 进行 控 
制 ,而 是 经 过 一 个 放大 器 ( 例 如 ;伺服 电动 机 等 作用。 因此 ;通常 称 系 
统 (5) 为 加 接 自 动 调节 系统 ,而 把 p= 0 所 对 应 的 系统 ， 称 为 直 拉 自动 
调节 系统 。 - 

图 9.16 是 间接 调节 系统 (5) 的 框图 。 


图 3,18 


假 证 函数 mp(o) 是 满足 条 件 p(0)=0 及 
ono 0 (oO0HN} (6) 

的 连续 画 数 ， 它 的 其 他 性 质 并 不 清楚 。 我 们 村 解决 的 问题 是 ， 对 于 适 
合 上 述 条 件 的 任何 连续 少数 ,如 何 选择 系统 45》 的 参数 4,B c 及 p, 使 
得 (5) 的 零 解 完 = 0,6= 0 是 稳定 的 ,并且 任 何 初始 扰动 所 引起 的 运动 
完 (t) 和 6(4) 腑 着 时 间 上 趋向 无 穷 大 而 趋 于 零 。 为 了 解决 上 述 问题 , 我 
们 先 引 进 全 局 浙 近 稳定 性 的 概念 。 

定义 1 如 果 微 分 方程 组 


SF = ft,8) (7) 
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的 零 解 = 0 在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 总 稳定 的 ,并 且 对 于 任意 的 wocR"， 
以 (的 ,2 为 初始 值 的 和解 亚信 ;i, 庆 0) 在 (和 ;50) 上 在 在 ; 且 满 足 


lim wittyto, Eo) = 0D, 
Le 


则 称 方 程 组 (7} 的 零 解 必 = 0 是 全 局 浙 过 稳定 的 ， 

四 地 可 知 , 零 解 为 全 局 渐 近 稳定 ,就 是 要 求 它 不 但 在 李 雅 普 诺 去 瘟 
闵 下 渐 朱 稳定 ,而且 其 渐 近 稳定 域 (吸引 域 } 是 全 空间 RR*。 对 于 线性 方 
竹 组 


EAD, 


和 将 易 证 明 , 零 解 的 浙 近 稳定 性 和 全 局 浙 近 稳定 性 是 等 价 的 。 但 是 ,对 于 
非 线性 系统 , 渐 近 稳定 的 零 解 不 一 定 是 全 局 浙 近 稳定 的 ， 
下 面 ,我 们 用 男 数 的 方法 研究 全 局 新 近 稳 定性 的 问题 。 为 了 讨 
论 全 局 新近 稳定 狂 的 需要 ,把 过去 下 (2) 在 [co)xCz 上 定义 ， 政 
为 在 [ty,00) x 下" 上 定义 ， 并 引进 无 限 大 定 正 鲨 数 及 具有 无 穷 小 上 界 
定 尽 2 如 果 


lim 站 人 加) = 用 


外 下 二 


关于 了 EC ) 一 至 地 成 立 , 刚 丈 称 下 (人 具有 无 穷 小 上 界 如 果 


lim Vet,w)= 十 co 


EA 
医生 EC; 二 59) 一 致 地 成 立 ; 则 称 玉 (fw) 为 无限 大 定 正 沪 数 ， 
由 此 可 兄 , 当 六 (tf, 尼 ) 汐 无 限 大 定 正 应 数 时 ;对 于 性 意 给 定 的 大 六 
0, 存在 五 汪 0, 使 得 当 ' 和 人 > 如 时 ， | 
了 (fi) 
现在 ,我 们 叙述 并 证 明 一 个 全 局 沸 近 稳定 性 的 基本 定理 。 
定理 1 对 于 微分 方程 组 
-和 =F,w), (8) 
设 了 (ft,0) 三 9。 如 果 存 在 ve 在 [h x 尼 * 上 连续 可 微 , 在 全 空 
闻 定 正 ,六 具有 无 穷 小 土 界 , 并 坟 VCt,w) 是 无 限 大 定 正 函 数 ,使 得 省 
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在 全 空间 定 负 ,出 方程 组 (8) 的 零 解 和 = 0 是 全 局 源 近 稳定 的 ， 
证 根据 32 的 定理 1, 方程 组 (8) 的 零 解 大 稳定 的 ,需要 证 明 的 
是 :对 于 任意 的 2 E 冲 "以 (2 为 初始 值 的 解 w= 0) 适 


合 


im w(t) = 0, 
首先 ,根据 V(f,%) 定 正 ，0- 定 负 ,容易 得 知 
lim V(t,w(D) = 
存在 , 且 V。 之 0。 假定。>0， 那 末 根 据 是 负 ， ht 
时 ,有 
Ve RW)OV Cw) ) VY. > 0, 


使 得 当 | 人 wi| 半 民 时 ,成 立 
VO RV th, ro), 


因此 , 当 > 如 时 ,有 
| (六 |] 反 开 。 


男 一 方面 ,V(t,%) 具 有 无 穷 小 上 界 , 所 以 对 于 六 >>0, 窒 在 数 4> 0, 使 


得 当 |z1 < 时 ,有 
Vt, wT (fpf ), 


因此 , 当 #h 时 :成立 
A<|wt) eR. 


根据 49 定 负 , 存 在 K 区 函数 a(7) ,使 得 
-aw), 
i= inf a( wil)>>0, 


AclTlcR 
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VO RE EV wo) Ht -to). 
上 上 涉 有 端 当 t->+ 09 时 趋向 下 -ce 这 与 了 人 人) 的 定 正 性 矛盾 。 所 
以 下 ->>0 不 成 立 ; 即 
im Ver, wtty) = 0, 
从而 ;对 于 任意 给 定 的 e 沁 0, 联 4= inf bl 'w ),bEK, 存 在 了 > 
当 达 了 工时 有 


Vet mt yp 
让 Ve eo), 
《 当 站 训 , 和 三才 7。 所 以 ? 当 上 > 人 肝 

1 省 (< 


印 


lim wf) = 0, 


三 、 调 节 系 统 的 绝对 稳定 性 

现在 ,我 们 讨论 方程 组 (5)? 的 零 解 的 金 局 证 近 稳 定性 。 

定义 3 ， 如果 对 于 一 切 注 足 条 件 (6) 的 连续 冰 数 gg(o) ,方程 组 (5) 
的 零 解 都 是 全 局 浙 近 稳定 的 , 则 称 方程 组 (5) 是 绝对 稳定 的 ， 

对 于 间接 调节 系统 (5)，, 鲁 里 叶 (4, 吾 .JIypie) 提出 王 列 问题 ， 参 
匆 有 ,b,c 和 Pp 满 足 什 么 条 忻 , 方 程 组 465) 是 绝对 稳定 的 ? 

下 面 用 六 荔 数 的 方法 解决 这 一 问题 , 这 是 用 李 雅 普 诺 夫 直 接 方法 
人 解决 实际 问题 的 一 个 很 好 的 例子 。 

我 们 假设 矩阵 4 是 稳定 阵 ; 即 它 的 一 切 竺 征 慎 都 具有 负 实 评 。 首 


先 , 对 方程 组 46) 作 变换 
y= Aw+ bo, 


{ (9) 
o= (0,%) ~ 06, 
在 上 上述 变换 下 方程 组 45) 变 成 
| ,i 
dor 0 
Hr (CY) 全 (Gy 
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平面 的 引 理 给 出 方程 给 65) 和 和 (107 的 替 解 源 近 稳定 性 等 价 的 每 人 性 ， 
并 指出 系统 (5) 是 绝对 稳定 的 必要 和 条件。 
引 浊 1 当 pi+eTA B80 时 ,给 阵 


A 5b 
“(ee 
[a —p 
是非 琳 异 的 。 


2” 系统 (10) 古 绝对 稳定 的 必要 条 件 为 ， 筷 阵 4 的 一 切 特 和 钙 信 和 轧 
.Dh _ 
Re iD 
证 芒 甩 ,B 和 C,D 都 是 分 块 方 阵 ; 且 有 4 和 和 也 是 非 淋 异 的 ; 则 利 
用 行列 式 性 质 可 以 证 明 ( 证 明 留 给 给 读者 完成 ) 


AB 
| cD )=aer Ardet cD- CA BY = detDrdett A BD-1C). 


加 此;, 当 P+eT74- 声 关 0 时 ,有 
detG=det A:{ ~ p-€TATB) 0, 
当 系 统 (10) 是 绝对 稳定 时 ;对 于 (C0) =eole 疡 0 中， 相应 的 线性 系 
统 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ,其 系 表 阵 汶 


凤 be 
Bre) -( ， 
CI -pe 


显然 ,B00) 的 特征 入 由 4 的 特征 值 及 4=0 组 成 。 假 定 4 存在 特征 值 
各， 使 得 Re 4+>>0。 根 据 BCe) 的 特征 昼 4(8) 对 6 的 连续 性 ,得 知 当 
2>0 充分 小 时 ,Ble) 具 有 正 实 癌 的 特征 值 。 从 而 ， 当 gp(0) =ecte>0 
充分 小 ) 时 ,(10) 的 零 解 是 不 稳定 的 ,得 到 矛盾 。 

下 面 介 绍 章 里 叶 作 的 一 种 特殊 的 了 遂 数 :二 次 型 加 上 积分 项 ， 然 
后 根据 全 局 浙 近 稳定 性 的 定理 ;得 到 系统 (5) 是 绝对 稳定 的 充分 条 件 。 


HE 


民 二 贡 
(ge) = (y, By) + | osyds, (11) 


其 中 经 阵 忆 >0( 正 定 阵 ),B”= 五, 待定。 
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定理 2 设 和 矩阵 站 是 稳定 阵 , 记 存在 正定 阵 了 > 人 使 租 下 阵 方 程 


A"B+1BA=-bD {12) 
的 骨 吾 及 参数 p,5,c 适合 
ENT nf CC 
p>( B5+-) D (sa+ 全 )， 《13》 
并 系统 (10) 是 绝对 稳定 的 。 


证 因为 4 是 稳定 阵 ; 所 以 根据 $3 的 引 理 荡 阵 方程 (12) 存 在 叭 
一 的 对 称 、 正 定 解 召 ， 因 此 ,7 (8,o) 在 全 空间 是 定 正 的 ， 且 下 (0,0)?、 
习 3。 又 下 《多 ,不 售 时 间 如 所 以 由 下 (5) 的 连续 性 得 知 它 共 有 无 穷 
小 上 界 。 

又 -人 2 )}+ {(g, By yr oco) Pe 


= (A+ boo), EW) ;CH, BLA + Boto))) 
十 加 Cn)LCC 有) ~ Po 


= (yATB+ BA +y(o)*2(( Bb+ 二 


- pp coc)。 
从 而 ，- 虹 《V40》 是 关于 和 ,pC0) 的 二 次 型 , 它 为 定 负 的 充 要 条 件 是 ， 


矩阵 
D ~{ Bb+ 加 
-(Bb+ts-) Pad 
是 正定 阵 。 这 等 价 于 D>0 日 
D ~{ Bb+ 过) 
> 


| _(B8 1) 。 


根据 引 理 的 证 明 中 用 到 的 行列 式 计算 公式 ,得 至 
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| D - (Bb | 


-( 38 +-) p 
= 各 一 C2 全 门 - ©. 
=detD:| p-(Bb+$) Dp-'( B+-0)]. 
很 据 D>0 及 杀 件 (13) ， 得 知 二 是 在 全 空间 定 负 的 浮 数 ， 
共 定 理工 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 如 果 我 们 从 定 班 的 条 件 能 够 证 明 


解 多 (好 有 界 , 则 方程 组 (10) 的 堆 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 。 
署 


忆 ={fC,oIFO OM, oo-crA yy|<N), 
对 于 任意 的 gCR',o ER, 可 选 M,N 充分 大 ,使 得 点 P(y,0) EDV, 
下 而 只 要 证 明 ， 从 卫 点 出 发 的 雪线 当 1>0 时 一 直 售 留 在 区 域内 ， 
根据 区 域 本 的 有 界 性 即 得 证 ， 
事实 上 ， 根据 注定 负 , 得 到 


Vg ,od EV (ho) <M (>0), 

二 (am— erAigyn) =eTB 人 Et - pptottyy -eTA Ayt) 
+épo) = ~ (picTA Dp ot), 
如 果 能 够 证 明 ，p+ezA 8>>0 则 
[ot) -eA gt). 

从 而 亨 程 组 (10) 的 轨 钱 不 会 穿 出 达 的 边界 ; oc- crTA-y= 土 N， 
下 证 我们 证 明 ，p+er4 增 >0。 由 于 条 件 ( 芭 ?成 立 , 只 需 证 

CY nD- Cc TA-! 
(85+-5 万 发 B5+ -全 )>>-e A-'b, 


假定 
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一 cz4-6>f b+ -2 站- (Bb+ £). 


登 
pn ic -erA-1b, 
风 
A4 5 
detf 让 — det A'(p* teTA Bb)=0., 
\ eT 一 oO* 
所 以 ,方程 组 


| or) =0, 

CT8 -~ oOo) = 0。 

存在 非 零 解 ， 罗 = 饥 ,= av 。 从 而 得 到 
dV (gy; 0 aF 


dF = By -~ Ay; + bp(os)) + — (Cre - prq(or)) 
一 TD 
— 攻 © Tn- C dV (vy,o) 
另 方面 , p*>( Bb+ -2 )D (Bob+ -5 ), 从 而 dr 


定 负 ， 得 到 了 予 扶 。 


研究 油 节 系统 前 绝对 稳定 性 问题 ,除了 上 了 症 介 绍 的 『 薄 数 并 法 以 
外 :还 有 波 滤 赤 (Popov} 的 频率 特 钼 法 。 而 且 理 论 上 已 经 证 明 , 这 两 种 
方法 所 得 到 的 结 菜 基 等 价 的 。“ 面 我 们 不 加 证 明 地 叙述 小 波 天 方法 的 
早 果 。 

定理 3 设 和 矩阵 和 4 是 稳定 阵 。 和 如果 存 在 9 宇 0, 使 得 对 于 一 切实 的 
| 值 ,有 

Retltioa Gale0, 

其 中 


Gn) =N (in)+ -A, 
了 总 


N(ig) = je torp(#y df, 
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stf)= 一 (cedD), 
则 间接 调节 系统 (5) 是 绝对 稳定 的 。 


可 题 
1. 大 4,8 和 C, 刀 都 是 分 类 方 际 , 且 4 和 是 非 夺 异 的 , 试 斌 明 : 
A BB 
det( )=det ArdettD -CAB) = det Drdet(A -BDC). 
cD 


{提示 ， 对 原 矩 陈 乘 适 当 的 方块 阵 ,》 
2。 对 于 间接 控制 系统 


7 
trpo), 


名 =20x+24-28{0) ,to0) 满 是 .p00 =0,.09to) >0, 


1 0 
上 到 正定 阵 D=( 1 )， 确 定 正 的 参数 的 范围 ， 使 谈 系 统 是 绝对 稳定 
的 。 
2 0 
(3 取 正定 阵 吕 =( 确定 参数 e 的 范围 , 合 该 系统 是 绝对 稳定 的 ， 
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第 十 章 ” 常 微分 方程 的 数值 解法 


在 前 面 的 儿 章 中， 我 们 研究 了 常 油分 方程 的 初等 解法 以 及 线性 常 
系数 方程 的 代数 解法 。 但 是 ， 由 实际 问题 归 鱼 出 来 的 大 量 是 非 线性 方 
程 或 线性 变 系 数 的 方程 组 ， 往 往 不 可 能 用 初等 函数 来 表 出 它们 的 解 ， 
于 是 求解 常 微分 方程 的 问题 的 另 一 种 途径 是 利用 计算 机 进行 数值 计 
算 ， 本 章 我 们 介绍 一 些 在 计算 机 上 实用 的 常 微分 方程 数值 解法 。 

为 了 裔 述 简 合 起 匈 ,我 们 一 般 只 讨论 单个 微分 方程 ,所 介绍 的 方法 
也 适用 于 微分 方程 组 。 


$1 初 值 问题 的 数值 解法 


现在 来 研究 初 值 问题 


SD -te 人 )， 
(1) 


ML) = boy 
其 中 函数 了;[ , 太 + 了]Xx 尼 > 尺 连续 有 昌 关于 4 满足 李 普 希 兹 条件 ; 对 
一 切 了 E(t + 了] 和 性 意 的 ;YER, 成 立 

[fo- F DI ELIs-Y|, 
其 中 亏 >0 基 常数。 在 这 些 条 件 下 , 初 值 问题 (1) 的 解 是 存在 唯一 的 ， 
问题 是 如 和 何 求解 。 第 王 章 介绍 的 毕 卡 逐次 逗 近 法 可 用 来 求解 ， 但 是 通 
常 在 计算 机 上 用 的 是 离散 化 的 方法 。 

洛 将 自 变 量 上 在 求解 的 范围 [,fo+ 荆 1] 内 离散 化 。 例 如 可 以 这 

样 进行 : 取 定 一 步 长 背 , 轩 页 = 丰 十 天 下 (天 = 1 2 并 )， 司 起 = 而 + 了 。 
工 基 问题 归结 为 知 遵 2 如) 后 如 何 计算 3(bsD， 其 中 zf) 表示 精确 
解 4 让 在 t= 时 的 值 。 下 面 用 zu 表示 用 数值 解法 得 到 的 4&( 刀 )》 的 近 
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似 什 。 
将 解 z 六 展开 成 泰勒 级 数 
Et) + hatt) + 村 -At 于 ar (2) 
其 中 St) = tt)), 
a) = + w(t)) af 


等 等 都 可 以 算出 。 问 题 在 于 上 述 展 开 式 有 无 穷 多 项 ， 实 昧 计算 只 能 算 
到 有 限 项 而 加 以 “截断 ”， 那 来 "截断 * 谨 差 是 多 少 呢 ? 在 哪 一 项 截断 能 
达到 所 要 求 的 精确 讼 呢 ? 

一 、 殉 拉 法 和 午 恩 法 


如 果 在 2(9 的 展开 式 (2)? 中 第 二 项 截断 ,就 得 到 欧 拉 方法 : 
Peri = Wt RE By, 《3) 


它 相 当 于 用 涛 商 -< 一 汪 来 代 苦 导 数 ( 志 ). 在 几何 上 表示 用 折线 来 明 
近 苏 分 闻 线 et 上， 所 以 这 种 方法 也 称 注 欧 拉 六 级 法 〈 参 看 图 10,1)。 


国 10.1 


下 杆 佑 计 当 起 委 丰 + 声 时 用 zs 近 俱 jtt》 所 产生 的 误差 。 首先， 
(可 235( 丰 ):05( 吉 2 人 tn) 满足 兰 分 方程 


| raf ,8 
WF) = Pt) th Rt) + | rf Ef- s,s(&)), 


(4) 
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其 中 A a 由 (3),{4}) 得 到 
PE) = Tp = BE) — wp LF ty {ta)) ~ fts my] 


wreof, ,ef 
+ s+ [ssn)). 


而 由 微分 中 值 定理 ,我 们 有 


Fp) ~ fn tr) = sm) [ot,) ~ oe], 


其 中 加 是 2() 和 gr 之 间 的 茶 个 数 。 从 而 ,得 


[obs) -wns 所 et 把) 一 | + he | lati) ~ orl 


9+ Bs es 


设 瑟 表示 闭 害 形 区 域 :tf +4， |s-% 一 志 b, 
置 加 =min(e 已 )， M=max| ffi,s)|, 


"A {rm)ER 
- 8Ff 1 37 af |。 
工 = IaX|] 一 二 NV 十 
ft zj)E 总 ez 1? ， | 王 7 -Be 
元 


容易 证 明 , (2( 吕 ) (如 ,2 都 位 于 扣 内 ;所 以 
立 
loder) — Dor | SE at) | + LhIett) — wel + 人 地 


(5) 
我 们 用 . 瑟 ; = 12z( 加 ) -| 表示 在 欧 拉 法 的 第 天 步 ， 用 各 代替 vf 所 
产生 的 如 准则 


Erni E11+ LA)+ Bis Ch=0,1, ,2-1), (6) 
其 中 Eo= 0. 
用 归 编 法 ;得 到 
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< Lem) 1] <3r le 一 1] = Pk, 173 
一 般 地 ;党 某 种 数 们 解法 的 误差 满足 
Lr Ph 全 


则 称 此 解法 为 o 阶 方 法 ( 即 具有 0 阶 准 确 度 的 离散 化 方法 ), 由 (7) 可 
见 , 欧 拉 法 是 一 阶 方法 。 
例 1 用 欧 拉 方 法 求解 下 列 初 值 问题 (执行 5 步 ); 


dz 
人 
wt0)=1, 


取 滥 长 =0.1, 
解 f(z) =z2, 因 此 , 欧 拉 法 的 数值 计算 格式 为 
Wat1 = Ent O01Ls = ,ts 


逐步 计算 的 结果 如 下 ， 


0.5 j 1.810 1.7711 1.648 .088 


本 例 的 精确 解 为 
wt) = 
从 误差 看 出 ,区 拉 法 的 计算 结果 比较 粗粮 ， 从 前 面 的 分 析 知 道 ， 
原因 在 于 它 是 一 阶 方法 。 
下 面 介绍 一 种 在 欧 拉 法 的 蕊 础 上 收 进 的 数值 方法 一 一 置 思 法 ， 鞠 
思 法 的 歼 信 守 算 格式 基 
874 


Bi = Ws + RF (ts ta), 


tl = tt Lf tags) + fdrs Et), 


它 的 特点 是 ， 每 计算 新 的 一 点 的 值 ， 先 用 路 拉 法 计算 出 辅助 信 
zz4r。 然后 再 按 第 二 个 公式 进行 “校正 *， 技 第 一 个 公式 计算 只 是 “ 巴 
佑 ?, 得 到 的 是 较 租 糖 的 近 做 值 ,“ 校 示 " 后 得 到 较 精 确 的 近似 值 。 隐 过 ， 
发 轧 法 是 一 种 预 估 - 校 正 的 方法 ， 可 以 证 明 ， 霍 办法 是 一 个 二 阶 的 方 
法 。 事 实 上 ， 


wt) +f， BY FT BL th EH ) 
=c+ 冯 六 全- 了 二 正大- +oth') | 


_ of ,p08 
-wthf+ 名 -|[- 扩 +f BE]+ot8) 


= wt RI tO, 
下 弄 来 说 明 上 述 两 种 方法 的 基本 思想 。 我 们 馈 道 ;方程 (1) 的 解 
wt 在 不 + 处 的 精确 慎 等 于 
wfess) = otts) r) fls,a(s))ds,. 
右 过 的 积分 才 示 册 强 了 1,50)) 在 区 闻 LEs,ty541 上 记 图 成 的 曲 边 梯形 
的 而 积 , 这 个 面积 前 一 个 粗糙 的 近 短 信和 基 正六 训 ,em( 记 7 中 圈 10.2(4) 
中 矩形 已 的 面积 ， 其 数 信 计 算 格 式 为 
Tsi = 人 + h(ty, tn), 
这 就 是 欧 近 法。 显然 ,用 图 10,2( 扩 中 梯形 环 的 面积 作为 曲 边 梯形 的 
看 积 的 近似 值 ;更 为 精确 , 即 


FL ltrs mn) + /terisdet1) J 
册子 第 二 项 中 出 更 来 郊 值 wk， 通 到 了 困难 ， 短 恩 法 选取 欧 拉 法 所 得 
到 的 82: 来 代替 它 。 因 此 , 堆 胃 法 也 称 为 改进 的 欧 近 苇 。 
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上 得 .2 


例 2 用 才思 法 计算 下 列 初 村 问 题 


7 
dt 


[zc =1, 


执行 5 步 ,并 到 步 长 = 0.1， 
解 ” 叭 恩 法 的 数位 计算 格 武 为 


全 二 出 十 天 人。 = 1, lw, » 


一 ?> 


a ， 
Bl 一 六 十 -Beet tt] = 1.105 ww,。 
逐步 计算 的 结果 如 下 ， 
tn 六 | 1.105 xn | x{ta】 人 [ 诅 羡 的 绝对 值 
0 0.0 1.000 1.105 | 1.000 0 
1 g.1 1.105 1.221 1. 105 0 
2 0 .2 1.221 1.349 | 1.221 o 
3 0.3 1.349 1.461 ， 1.350 | 0.001 
a 0.4 1.491 | 1.648 | 1.392 | 0.001 
车 0.6 1.848 1 1 54 0 


显然 ,用 替 思 法 计算 身 精 庶 比 欧 拉 法 高 。-- 般 地 ,数值 方法 的 筱 断 
庶 差 的 阶 越 高 ， 计 算 的 精度 记 越 高 。 但 是 ， 计 算 机 本 身受 到 和 守 长 的 限 
制 ,在 计算 过 程 中 ,会 入 误差 的 累积 和 传播 会 影响 计算 的 精度 。 这 涉及 
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到 计算 的 数值 稳定 性 问题 ， 用 某 种 数值 解法 ， 其 截断 误差 的 阶 数 虽 很 
高 ,但 计算 达 不 到 所 要 求 的 精度 , 那 末 怎么 办 ? 一 方面 ， 可 深入 分 析 所 
用 方法 的 稳定 性 另 一 方面 ,在 应 用 中 通常 采取 蛮 步 长 的 方法 。 虽 和 然 我 
们 事先 不 知道 应 该 选取 怎样 的 步 长 严 才能 达到 所 要 求 的 精确 度 ， 但 可 
以 先 选 定 一 个 步 长 &, 计算 内:,w。，… ,zx 3 然后 , 取 步 长 有 /2, 重 复 计 
算 相应 的 wv,… ,ex ,再 将 两 次 计算 的 结果 比较 ,如 果 计 算 的 精度 不 
满足 要 求 ， 就 再 改变 步 长 ， 继 续 计 算 下 去 ， 直 到 达到 所 要 求 的 精度 为 
下 


我 们 仍 讨 论 例 3?， 若 改 取 步 长 &/2= 0,05, 则 震感 法 的 数值 计算 格 
式 为 ， 


MR! 三 1 05 sy 
hh ， 
人 nfl = Oh + 一 LO Zntid i, 051 Cn。 


逐步 计算 的 结果 如 下 : 

六 fn E29 ,061 Xn 
0 0.0 1.000 1.051 

1 0.05 1.051 1,.105 

2 v.10 1,10% | 1.221 

3 0.15 1.221 1.349 

4 0.20 1.349 1.49 

5 0., 折 1 .419 1 .组 1 
0.30 i,491 


这 时 ;计算 得 到 的 wo ,zs,re 和 例 2 中 的 szsvoas 的 前 三 位 小 数 相同 。 


二 、 发 格 - 库 塔 法 和 吉尔 法 


现在 ,我 们 介绍 一 种 四 阶 前 方法 : 龙 格 - 库 卉 法 .由 于 它 计 算 简 单 、 
精确 度 高 ;因此 成 为 解 初 值 问题 的 最 实用 的 数值 方法 之 一 。 我 们 知道 ， 
用 紊 惑 展开 法 可 以 计算 w(t) 的 近似 值 ， 但 是 需要 知道 孟 数 了 的 高 阶 
导数 的 值 。 龙 格 一 库 塔 法 的 基本 思想 是 用 /在 不 启 的 点 上 的 值 的 线性 
组 合 取 代 高 阶 导 数 的 值 ， 达 到 高 精度 的 结果 ， 以 下 是 四 阶 龙 格 - 库 塔 
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法 ,每 步 需 计算 四 次 上 的 俏 。 
年 
E,= ff,w), 
Ka= f(t + oh, t+ hoa), 


3 
Es= f(teod rth yi aR), 
Ei 


K,= f(t oh, wt kasK;), 
和 
其 申 


C= tly 
了 
Ca = 
3 
C4 一 2 His 
#1=I 
4 
TH+ E th DEK, 
并 


作 素 勒 展开 , 比较 系数 以 使 双方 的 到 以 为 赴 的 项 相同 〈 即 取代 到 
4 阶 为 目的 导数 项 ) 使 截断 误差 为 OUzs)， 于 是 ,得 
(6 + br th + =1, 


Bts + Bacs + Bac = 到 ， 
Ler e+ hci= 二 
Basoca 十 bts + Dottiscs 二 六 
《8》 
Bc 十 下 一 过 ， 


1 
dacs + Dedacs + BCsts = 于 


六 Ga 人 十 bad + PAsc? = -二 ， 


i 
DaatyaCs = Taj" 
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上 述 方程 组 (8) 的 解 不 是 唯一 条。 
若 选 联 其 解 为 


1 
Cs = Hat ”人 了 
加 1 
Ca = fsa = —o—, Gs = O00, 
2 
C= = 1 Hu= ts = 0, 


则 对 应 于 经 典 的 龙 格 一 库 塔 法 ,其 计算 格式 是 
ao K+2K,+K,), 


其 中 
Kl= f(t ,td,), 
Ks=f( ht, on + 二 有 ), 
_ a Ah 
Ks=f(tr+ 9, 下 nn 十 2 K,), 
EK,=7(i th,v, + AK), 
如 果 我 们 选取 (8) 的 另 一 个 解 
B=b= 3 /8 
C= d= 


cel; Gu=l, Wa= ~1, Cs=1, 


虽 相 应 的 龙 阁 一 库 塔 凌 的 计算 积 式 为 
+l 二 党 寺 BK, +3K,1+3K,+ KEK,), 


《9 ) 


《10) 
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其 中 
Ki= ft,, wn)， 


EK,.=/f( 加 + 0 + kK, ), 


下 := f(t,+ 2 h, wa ~ EhK, + hk: ), 
Ki=f (+h, wt+hR, -hEK,+hK,), 
龙 格 - 库 塔 法 利用 公式 (9) 或 (10)， 从 zs 计算 出 w+1， 这 是 一 种 单 
步 方 法 , 它 在 一 信步 长 内 分 成 四 级 (对 应 于 4 个 五 值 ), 因 此 是 一 种 童 步 
4 组 的 方法 。 
例 3 用 经 典 的 龙 格 - 库 塔 法 求解 初 值 问题 


这 
dr 和 
2{0) =1, 
取 步 长 彤 = 0,1, 执 行 5 步 ， 


和 解 按 龙 格 - 库 翰 法 分 式 (8)， 数 值 计 算 的 糙 式 为 
釉 a+1 二 名， 十 Ri+ 2 K+2K+K), 


Kj= vn, 

Ks=w, + 0,05 K,=1,05%,, 
Ks=r,+0,05 RK, = 1,0525, 
Ku=%, + 0,.1K,= 1,105%5 wm， 


即 
wnt1 = 1, 10517 
逐步 计算 的 结果 如 下 : 
村 fn Ea [ 1.10617 zn xttn) | 天 的 多 对 性 
0 0.0 1.000 1. 05 1.000 0 
1 0,1 1.105 1.221 1.105 0 
2 0.2 1,221 1.3 妈 1,221 9 
3 0.3 1,3 得 4.492 1.380 0.001 
4 0. 和 4 1,492 1.648 0 
0.5 1.648 1.822 


= 3230 。 


以 二 家 林 以 车 出 ;用 兹 机 - 库 塔 法 计算 的 精度 比较 商 ， 
如 果 我 们 选 家 方程 组 (8) 的 解 鸭 


-=-_ - 工 门 - 1 -= 工 vi) 
5 二， 瑟 - 间 0-V 二 )， 5 二 GrV 上 二) 
B= 二， 

1 

Ca CT dT c= ， 


则 得 汉 吉 尔 法 的 计算 公式 ， 
vote Kit (ti) EK: 
+ (It Et EK, ， 
其 中 
EK, = (加 on)， 


K,-f£( ht 六， +), 


Vn + (YE- Kat (i ) ) 
K,= f(t th, oat Kht(1+ -EE, ) 


吉尔 法 与 上 而 的 龙 格 - 涯 堪 法 是 同一 种 方法 ,利用 它 编制 电子 计算 
视 程序 较为 简短 ， 


a 
2 


Ks= f(t 


三 、 求 解 二 胞 方程 初 便 问题 的 中 斯 特 来 每 法 
本 节 要 求解 二 阶 方程 的 初 值 问题 
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Ef (be 十 多)， 
| (11) 
wf) 王 此 0 » 到 人 = 了 Tu。 


假设 初 值 问题 (11) 的 解 是 在 在 叭 一 的 。 由 于 作 变 换 吉 = 上 -加 可 将 初 
始 时 刻 变 成 0, 下 画 考 虑 初 息 问题 
” dh (12) 
TiO = SO) = 人 Eo, 
尼斯 特 栾 旭 法 的 原理 类 似 于 龙 格 -- 库 诺 法 ,用 在 儿 个 不 同 的 点 上 
的 右 冲 画 茹 值 的 线性 组 合 ， 求 代替 素 勘 展开 中 的 高 防 导 数 ， 达 到 较 高 
的 精度 ， 
单 步 4 级 的 尼斯 特 计 姆 法 的 计算 格式 为 
| 人 = 2 有 Bh, + Ks + Ks), 


(13) 
大。+1 二 bn + AK, + 2K,+2 K+tKR,), 


其 中 
征 |= fts ns Sn), 


Ks=f( t+ -ih, cot + 让 


EK,= f(to+h, wn + hn + 3 Ks, én+ hkK,), 


全 4# 取 步 长 = 0.1, 用 尼斯 特 率 姆 法 求解 初 舍 问题 : 
人 = 一 3 
jo 
0) = 一 3 

解 太 ,= td, 一 3w,， 


2 )(a* EK, ) -3 (c.+ -之 ah， 


志 里 时 小 


ke ) 
K,= (t+ hss +REKEs)—3 CH Bt Ks ) 
而 计算 格式 为 
pat = tat hbn + CK +E,+K,, 
A +2K,+2 Ks+K, }. 
执行 5 步 计算 的 结果 如 下 : 


za Xn x Sta ote 总 对 值 _ 
0 0.0 0.0000 一 0 0 
1 0.1 —0.2980 一 2.9700 一 0.2990 0.001 
2 0.2 —0.5910 一 2.8931 一 0.5920 0.001 
$ 0.3 一 0. B734 2.1441 —0.8730 0.0004 
和 0.4 —1.1378 —2.5943 一 1.138 ”0-0018 
5 0.6 一 1.3132 一 1.3T6 | 


习 是 


1。 应 用 欧 拉 方法 束 步 长 天 = 0 求解 下 列 初 信 问 题 (执行 5 步 }, 并 将 计算 结 
果 与 精确 好 作 蕊 ， 


中 | 癌 -2z -1， 2 以 - 
rt0) = 于 |) 1 
dt 了 2 二 
(3) tt 《 生 ) 二 TT— Xs 
了 (站 
z(0) = 到-。 


2. 对 于 微分 方程 的 初 信 问 是 


dr 一 2 
r=0; 
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形 末 长 后 = 和 4. 分 别 庶 用 下 殉 方 法 执行 5 引 ,并 将 计算 结果 与 精 殉 解 作 比 潜 。 
(1) 欣 拉 法 ， 《2) 短刀 法 (3) 龙 将 - 库 塔 法 。 
5。 用 经 大 的 龙 格 - 库 卉 法， 对 下 列 微 分 方程 的 初 值 问题 ,分 和 取水 长 


= 1 = 计 i 
二 i 和 于 :计算 解 在 # 村 的 值 。 


dT 
{1} [ ‘27 | dt 三 — 
x(0) =13 TOI = 


4。 将 下 列 二 阶 微分 方程 的 初 值 问题 化 为 微分 方 主 组 前 初 值 问题 , 用 经 典 的 龙 
楼 一 摩 塔 法 , 取 步 甚 凡 =0.2 执 行 2 荡 ， 


中 中 
和 +dz=0, z(0)=0, 2(0) = 了 


{4) 


2 站 
《2) Esin w=0, 200 =0.1, zt0) =0 


di9 
di dx 3 一 = 3 二 
(3) rr tH + 0，x0)=01，z(0)=0。 


5。 用 经 典 的 龙 格 - 库 塔 法 求解 初 信 问 题 


dz -~ 2 
ar 1+is—1)’, 


z{0) = 
取 步 长 =0.1, 执 行 5 步 、 
6。 应 用 尼斯 特 栾 好 法 求解 初 植 问题, 职 步 控 训 = D0,1, 执 行 两 步 ， 并 与 精确 解 
比较 ， 
dig 和 


人 | 人 
z(0) =3， x(0) =0 (精确 解 z( 旨 = 天- 63+3)， 
GD 证 +2- 人 -27=0， 
人 z(0) =1， {精确 和解 z(D =)， 
7。 财 经典 的 万 森 - 库 塔 法 ， 求 下 浏 初 秆 问题 的 其 站 +=14 的 近 仿 值 , 分 界 草 
沙 甘 =0,.1 和 0.025 进行 计算 ,并 将 所 得 的 结果 则 精确 解 的 值 比较 . 


“8 各。 


de _ 
(了 | dr =1+t-r, 
X00) =0, (精确 解 x(1) = 让 
dr _ _ 
C2) | =1+22 1, 
zt =0，( 精 确 解 z( 办 = 了 D; 
dz 3 
(8) [tt 


zt0) =41。 (精确 解 x 人} = (I+ 各)。 


$2 二 阶 微分 方程 这 值 问 题 的 数值 解法 


一 、 打 欧 法 

现在 讨论 二 阶 非 线性 微分 方程 的 铀 点 边 值 问题 
A 时 (1) 
oR) = A, why = 8B, 


假定 它 的 精确 艇 是 存在 的 ,要 求 它 的 数值 解 。 
下 面 介绍 求 边 值 问 题 (1) 数 族 烯 的 打 乃 法 , 它 分 为 两 步 : 第 一 步 , 选 
取 一 个 s 值 , 解 初 信 问题 : 


0 


Ta) = A, dA) = 83, 


(2) 


我 们 可 以 采用 1 中 介绍 的 求解 初 值 问题 的 数值 方法 ， 求 人 2 的 数值 
解 m(t,s)。 由 于 3 是 个 猜测 值 ,一 般 4(85,5) 关 昌 ， 下 一 步 的 目标 是 寻 
找 一 个 数 5* ,使 xw(B,s*) = B。 
第 二 步 , 解 方程 
五 (S) = 出 (站 5 一 五 =0， 《3) 
可 以 采用 许 狗 方法 求 方程 (3) 的 根 ., 一 种 方法 是 两 分 法 ,如 果 5 二 5;, 使 
+ 83885 。 


Fls)>0, Fls,y*<0, 


则 取 ss = 3 然后 判断 互 (sy) 的 符 导 ,再 在 区 间 (si,ss) 或 (ss 
为 了 轴 快 求 根 过 程 彰 收 化 建 度 , 可 采用 和 牛 辐 选 代 法 , 按 下 列 公式 进 

行 迷 代 

Sn41= Sn— FCS /ES,), 
出 于 这 里 函数 (3) 的 解析 表达 式 是 不 知道 的 ， 因 此 直接 计算 后 (sn)》 
有 困难 ,通常 改 用 差 商 来 代 着 导数 ,有 即 

Fi/(ss) = Sn se) tse) 
为 了 使 上 述 近 似 式 误 盖 较 小 ,根据 经 验 , 可 以 取 

As, 二 WB Sny 


其 中 是 由 计算 机 字 长 所 限制 的 精度 。 
图 10,3 表示 上 述 方 法 的 求解 过 程 


] 


图 10.3 


”这 里 迪 俏 条 全 w(8) = B, 好 比 是 打针 的 "目标 "， 每 次 求 出 新 的 猪 测 昨 
后 ,求解 初 值 癌 题 ,相当 于 重新 “ 障 准 ?后 打车。 因此 ， 这 种 方法 取 各 为 
“ 打 基 法 "。 
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打 妓 迁 是 求解 边 值 同 题 的 一 种 常用 方法 ， 在 电子 计算 机 的 程序 和 包 
和 所， 有 远 (2) 和 (3)? 的 标准 程序 可 用 ， 使 用 方便 。 但 是 ， 打 站 法 也 有 缺 
点 。 对 于 某 些 5 的 悄 ,ett,5) 并 不 在 整个 区 癌 [2, 的 上 存在 ,于 是 瑟 (5) 
并 不 对 一 切 $ 都 有 定义 ， 在 某 些 情形 , 严 (s) 对 于 s 的 改变 非常 敏感。 
由 外 ,对 于 方程 组 情形 ,有 时 求解 方程 (83) 比较 困难 . 
便 1 用 打 充 法 求解 这 值 问题 
dtm 3 dy 
| BB 
z(1)=1, ot(2)=2. 
解 ” 第 一 步 , 解 初 信 问 是 
dr 3t dz 
Ei 
{1)y=1, gd(1)=5, 
其 中 5 是 狂 测 人 ， 上 述 方 程 是 欧 近 方程 ,容易 求 得 韦 值 问题 的 解 
S= 1》 


tet,s) = SE+ 


第 二 步 ， 解 方程 
一 人 57 一 2 二 0 
即 25+ (S51)4~2=0， 解 得 5=1， 最 后 得 到 边 值 问题 的 解 为 
mt, 1) =1, 


二 、 整 分 法 


我 们 讨论 两 点 边 秆 问题 
HE) = F(t, mY), 
(a)= A, ztb)=B, ‘4) 
月 差分 闭 求 它 的 数值 解 。 ? 
首先 取 一 个 步 长 思 , 将 区 阿 [g8,5] 分 成 一 个 离散 点 集 : 
a tt Ch tn =b, 
其 中 t=a+ih (f=1,2,.… ,n+1), 
然后 将 二 阶 最 数 用 二 了 界 差 商 代 替 ， 设 解 2 在 大 处 的 近似 值 为 和 i， 
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则 得 到 关于 41027 Dn 的 方程 组 : 


= 如 
fees [和 《5) 

Prt1 = BB, 

设 侣 ，R"->R+ ,定义 为 
(Gah = firm), <。 

设 = (Cs) 是 px 加 阶 三 对 角 丛 ,C=2(Gi=1,2，-"…， 8)， 且 当 
li 了 | 一 了 二 1 时 ，Ci;= 一 41， 其 余 的 C= 0。 则 方程 组 (5) 
在 = 1,… ,1%) 可 写成 


J hur = 0, C6) 
其 中 证 = (V1 Ta Vn) 
因为 站 是非 胡 异 阵 ; 所 以 (8) 等 价 于 
T= AiG, 7) 


为 了 保证 (7》 有 叭 一 条 ;必须 对 函数 (fw) 加 适当 的 条 件 , 通常 对 
了 加 的 条 件 是 
[fm ft DD ELI2- Yl, teéLaBb], 2,YER, 
其 中 0<L<g/Bb- a 
这 时 ,有 2-1G 是 一 个 压缩 腕 有 照 ,(7) 存 证 叹 一 和 的 解 ， 这 个 解 可 以 用 
迭代 法 进行 计算 . 
对 函数 72) 加 的 另 一 种 条 件 是 


-2 > 有 > -2a/(5- a),teELa,b], wsER, 
其 中 8 为 常数 ， 


下 面 * 我 们 讨论 二 阶 变 系数 线性 方程 的 两 点 边 值 问题 
人 = plat) + q(t), 


rsa) =A, sb) = 五 。 (8) 
这 时 ;用 差分 法 得 到 的 关于 #1,z2,，… ,2 的 方程 组 (5) 为 ， 
vo= A 
iti 2 Bit R= (Pmt Gi) i= 1,2,"",H, (9) 
Tn+l =B, 


*" B88 * 


Me = 下 ， (10) 
其 中 
fg- 和 
I gq? 
出 : 
T=| .| T= 3 
wv, Gn- 
B 
Th 
{2+ ph:) 1 0 
1 ~— (9+ pe) 1 0 “» 
nf = en i ， 
0 0 0 1 
. 0 0 1 — (2+ ph) 
求解 线 代 数 方程 级 (10)?, 可 以 用 追赶 法 
从 第 一 式 
oo 一 281+ to Plt = Fd, 
解 出 
1 A a 
Dp 兹 2 十 一 = Ww + Vs 
再 从 第 二 式 
wa ~ 2 + w1 — pub = hq 
和 解 出 
1 Vi— qh 总 
Te (2 + ph) — i wa 十 (2+ pl’) — Hl nv + VV, 
一 般 地 ,有 
光一 1 - 兴 ,+1 十 Vi gs 


(3+ Pi:) 一 ay 《名 十 pi ) 一 Hi 
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uw + Vi, 11» 
其 中 
= (Vg), (12) 


1 
Wi (2+ ph) ~ Ho,., ” 
首先 进行 “ 遍 " 的 过 程 , 即 按 公 小 (12) 计 算出 zs 和 VY (i= 1,2,…， 
%)， 其 中 


1 
人 


然后 进行 “ 赶 * 的 过 程 , 从 z+,= 五 开始 , 按 公 式 (11) 例 过 去 逐个 计 
等 


Vi= (入 一 人 


Vn 


和 例 2 用 差分 法 求解 边 值 问题 
| 2_ 2 
df? H+1 ? 
i) =13， (1)=2， 取 步 长 及 = 0.1。 
解 ”用 差分 法 得 到 关于 op…z 的 方程 组 为 


Lo = 1, 
Bor 20 to 0 0 =12,,9), 
Cio = 2, 
首先 按照 公式 
= 1 
Wa ph a 下 = 区 六 
一 1 = 
rph V =w, 
进行 “ 追 ?的 过 程 :然后 按 公式 
Vi = Hm t+ Vs 
守 10 二 久 


进行 “ 赶 ?的 过 程 ,逐步 计算 的 结果 如 下 ， 


sO 


， , | 确 解 


人 
1 1. 人 2 0.A951 | 0.4951 1.0098 | 4.01 
2 1.9251 0.8661 | 0.3248 站 1.0397 1.04 
3 1.8349 0.7341 0.2384 1.0897 1. 休 
4 1.7241 0.7783 10,1858 1. 1596 1.18 
5 1.8000 0.8086 D,150% 二 249 名 1.25 
6 1 .47 和 0 ,8291 0.12456 1.3591 | 1,.8 
T.3423 Oad4d4 0.1051 1.4898 1 .办 
1.2195 D363 7 0.0900  ! 1.6398 1.64 
9 1, i030 0.8860 0.07T9 1.8099 | 1.91 
18 : 2.0000 2.0 
| 题 
T。 放 打 东 靶 求解 下 列 二 所 微分 方 牌 的 达 值 问题 ， 
dz dx 
生 = 
CD 全 二 dr +*™0, 
zt{1) =1, (8) = 上 
ix 2 dr 
(一 下 ) 0， 
加 _ 3 
x{(1) =2, (2 = 
2、 用 着 分 法 求解 下 列 二 阶 微分 方程 的 边 信 问题 ,( 职 步 长 =0.1) 
Sir _ dx = d TT_ 3 
£1 "a t TY 1i, £2) 可 ty 
XO = rt2) = 人 0; TO} =4,x.1)= 1 


EE oy 
(8) 73 《 工 十 7) 如 三 工 


xD = 1, xt1l)=3, 


$3 刚性 方程 的 数值 解法 


在 许多 应 用 领域 中 ,特别 是 在 化 学 工程 和 自动 控制 中 ,常常 遇 到 一 
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类 常 币 分 方程 的 初 值 问题 ， 它 的 显示 出 “ 赂 性 ?的 现象 。 这 区 方程 通常 
称 为 * 刚 性 ”方程 , 它 是 一 种 病态 方程 。 先 考虑 下 十 [的 例子 ，。 
例 1 - 笃 - — 000 s+999.75 + 1000.25, 


(0)=0, Y= -2, 
初 值 问题 (1) 的 精确 解 汪 
Lt) 一 一 .499875 已 -os 二 0, 499875 已 -20 5 十 于 
ye 一 一 2.99975 emt 0.00025 e005 +1, 
图 10.4 是 表 未 z( 让 和 WC) 的 图 你 ， 


图 10.4 


从 图 10.4 可 以 看 到 , 初 秆 问题 (1) 的 解 开始 时 有 一 个 短 芭 的 过 渡 
过 程 ,然后 趋向 于 稳 态 。 当 了 在 0,002 附近 寺 , 解 (四 和 tf) 变化 非 
常 剧 烈 ; 当 10 寺 ,它们 逐 浙 进 入 平稳 状态 、 

对 于 上 述 方 程 组 ,由 于 一 开始 解 的 变化 非常 剧烈 ,如 时 我 们 在 09 专 
ft<0.002 范围 内 ， 用 数值 方法 求解 ， 势 也 步 长 要 取得 很 小 ， 当 解 进 
入 平稳 状态 以 后 ， 有 从 截断 误差 的 角度 来 看 ， 步 长 站 可 以 取得 大 一 些 。 
但 是 , 从 计算 稳定 性 的 角度 看 ,通常 采用 前 数值 方法 对 |48j 都 有 限制 ， 
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例如 ， 用 欧 控 法 时 ,对 8 的 限制 为 Re - sna 用 净 烙 - 亩 诺 法 


时 ， 稳 定 福 对 万 的 限制 为 < 一生 人 __。 对 于 方程 组 (1) ,系数 矩 阵 


max|4,| 


地 二 (， 2000 1 ) 


的 特征 值 是 :4 = -2000.5， 1 一 0.5。 

由 此 可 筑 , 我 们 在 平稳 阶段 仍 只 能 选取 很 小 的 步 长 正 * 这 样 ， 用 一 
般 的 数值 解法 会 使 计算 时 间 很 长 。 

现在 ,我 们 考虑 一 没 的 线 竹 兴 于 考 各 组 


<“ 一 2 
oe = Aw + F(t), (2) 


其 中 ww, 了 ER",A 是 和 xx 阶 后 隆 , 其 特征 人 为 4.(1= 1,2,… ,2)。 
下 面 ,给 出 网 性 方程 的 一 般 定义 。 

定义 ”如 时 方程 组 (2) 中 ,4 的 特征 值 具有 下 列 特性 ， 

(iy ReA<0, 1=1,2,. ,Ky 

Ciiy max' Red,| /min| Reai,| = 3» 1, 


珊 称 方程 组 (2)7 是 耐性 方 址 组 , 称 5 为 刚性 比 。 


对 于 非 线性 微分 方程 组 
-多 -Ye)， (3) 
置 
1 3 8f, .， 27, 
dr: Duo Dw 
3 af ... df 1) 
ef wT Br, Ts 
ADaw | : 
fs Bf .By 
Bz! dw, dw, J 


如 果 当 teT 诗 , 矩 阵 有 4( 加 的 特征 值 和 (2 =1，2，…,%》 适合 (i) 
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[王刚 称 方 程 组 (3) 在 区 间 7 上 是 刚性 方程 组 ， 
对 于 例 1, 财 性 比 s= 4001。 实 际 问题 中 出 现 的 刚 狂 方程 组 ,刚性 
比 8 可 高 达 10" 的 量 级 。 


对 于 非 线 性 刚性 系统 (3), 若 置 = 二 3 |，4= -95 ,由 于 允 于 


任何 埠 阵 4, 有 . 
141> p04), 


其 中 pC4) = maxj4| 是 4 的 谐 半 径 ， 因 此 ， 当 max|41 交 0 时， 得 
到 工法 0， 所 以 ,刚性 系统 二 吕 候 称 为 具有 大 李 普 希 兹 常数 的 系统 ， 
对 于 刚性 方程 组 用 通常 的 数值 方法 求解 ， 还 会 产生 计算 不 稳定 的 
现象 。 
下 面 介绍 一 种 求 刚 性 方程 组 (3) 的 数值 解 的 预 佑 -校正 法 ， 其 体 计 
算 时 按 下 列 差 分 格式 进行 : 
Pht nl, 
os 人 工 一 -AA) [3h Fst Titi) — Aws + 


和 1 | 
tt Ee. |， 《5) 


其 中 了 是 单位 降 ， 4= (入 
对 于 线性 常 系数 刚 福 方程 组 (2) ,公式 (5) 变 成 : 


wnti=( TEhA) (wo 二 w+ 人 os 小 


全 sl 全 由 站 自 


例 2 -时 -0.04(1-2)- Ci— oY+0. 0001(1 — 9), 


dy _ J ds ea 

-了 = 一 了 + 3000(1~ #7)， 

0)=0, YO0)=1, 0<ft<100, 
本 右 如 果 采 用 经典 的 龙 档 - 岸 塔 方法 计算 ， 为 了 保证 计算 稳定 ,到 
纶 长 天 过 0.0005, 当 步 长 正 =D.001 时 ， 计 算 鳍 时 将 会 发 散 。 尖 用 龙 祝 
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一 车 谤 法 * 取 疡 = 0.00025 时 ,在 区 间 [0,100] 上 积分 需要 计算 4x 10 
步 。 现 在 下 用 差分 公式 (5), 在 区 间 [0,0.1] 上 采用 龙 格 一 库 增 法 。 取 让 ， 
天 = 0.00025, 而 在 [0.1，100] 上 采用 天 = 0,2 的 差分 公式 (5)， 结 举 整 
个 积分 只 需 村 900 步 。 由 此 可 见 , 允 刚性 方程 组 ， 采 用 公式 (5) 可 以 大 
大 节省 计算 时 间 。 ， 

下 面 再 介绍 解 用 性 方程 组 的 两 种 方法 。 为 了 保证 计算 的 稳定 ， 座 
人 水 提 出 一 种 方法 ,计算 按 下 列 公式 进行 ， 

Bama =hBe frr, (6) 


其 中 衣 为 步 长 ,ff ;= (fj; ,2))， 


TE Ebi ee 一 


K Be i ts 人 1 | ed 1 好 0 
1 1 1 —1i 
了 一 -3 1 
2 a 4 i ， 
BE 一 地 9 — 2. 
3 11 1 1 11 i1 
_12 1 
25 325 25 26 25 
; 80 1 _ 300 300  _ 200 5 2 
137 137 137 1 了 137 i137 
§ .60 | _ .360 460 400 225 12 10 
147 1#7 147 1#7 147 147 147 


用 盖 尔 法 计算 ,每 一 步 需 要 解 关于 zw+x 的 方程 组 。 解 刚性 方 程 组 
也 可 以 用 隐 式 前 龙 烙 - 库 塔 兴 。 其 计算 公式 为 ， 
pa = dj BK,, 
[ere oo 二 Ac 
(i= 1,2, ,NY), 


{7) 


特别 ， 和 =2 园 ， 常 用 的 有 二 阶 及 四 院 方 法 。 二 阶 方法 按 下 列 公式 计 
算 
* 895" 


Dotl= wat hy + Ks), 
K.= ft, %,)s 
EK,= f(t+th, w+ hE +) 
四 阶 方法 的 计算 公式 为 : 
他 Wi 二 人 mn 二 (K+ K), 
Ki= f(tr+ (HY ), war FhKit (二 + JE 
和 -At 了 -mt( 二 -全 JR 小 


关于 刚性 方程 组 的 计算 方法 的 详细 讨论 可 参看 文献 L[7]。 
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